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1.

Bestam foljande gransvérden:

. sin(3x)
(a) tim = (1p)
o 223 + 320
(b) Jim S r s )
2 x
(¢) lim ——° (2p)

z—o0 3e* 4 In(z?)

Skissa grafen till funktionen f(x) = 2?/(z — 1) genom att anvinda teckenstudium
av forsta- och andraderivatan samt eventuella asymptoter. (5p)

Berékna foljande integraler:

4 4
@ [ c=poat (2)
(b) /OxQe_xd:c (3p)

(a) Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationen

y"(x) + 16y(x) = cos(4x).

Ledning: En lamplig ansédttningen for en partikularlosning ar
Yp(2) = cxsin(4x) + dx cos(4x),
dér ¢ och d ar konstanter. (4p)
(b) Bestéam den l6sning i (a) som uppfyller, y(0) = 1 och y/(0) = 1. (1p)
Berékna volymen av den kropp (skal) som bildas nér kurvan
y =arcsin(z), 0 <z <1

roterar kring y-axeln. Ledning: Volymen av den rotationskropp som uppkommer da
en vixande funktionskurva y = f(z), 0 < x < a roterar kring y-axeln ges av

f(a)
/f (M) dy. (5p)



Bestdm den funktion y(z), definierad for z > —1 och som uppfyller

y'(x) + y(x)=1+=x

14+

och y(0) = 3. Ledning: Vid berdkningen av den integrerande faktorn kan det vara
bra att konstatera att x = (1 4+ x) — 1. (5p)

Berdkna ldngden av kurvan y = f(x), 0 < x <4 da

z, 0<x <1
f@)={2—(x—2, 1<a<3 . (5p)
4—z, 3<xr<4

Los ekvationen
e-ev v et =e a1 (5p)

Lycka till!
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1. (a) Vihar
lim sin(3x) _ 3lim sin(3x) _3
z—0 X z—0 3z
eftersom sin(t)/t — 1, da t — 0.
(b) Om vi delar bade téljare och nimnare med z° far vi
3 5 2
lim 2230 g M A
xr—00 81’2 — 61‘5 T—00 8/133 - 6
(c) Vihar
2 b 2 /,x 1
lm T gy S/

z—oo 3¢ + In(z2)  2—o00 3+ 21In(x)/e”

eftersom e” viixer snabbare &n bade In(z) och x?.

2. Sitt f(x) = 2?/(x — 1) Vi borjar med att derivera. Vi far

/ o x(x—?)
f (‘r) - (l’— 1)2

och .
f(z) = CEE

Vi ser att derivatan har nollstallen for £ = 0 och z = 2. Bade derivatan och andra-
derivtan ar odefinierade for x = 1, liksom funktionen sjélv.

Vi gér nu en teckenundersckning av derivatan:

x 0 1 2
fllx) | + 0 — edef — 0 +
/(@) 0\ cjdef \, 0
och av andraderivatan
1

T
f"(x) - ej def +
f(z) | konkav ej def konvex



Vad det géller asymptoter sa ar x = 1 en lodrét asymptot eftersom

lir{1+f(x) = 00 och lir{1_ f(z) = —o0.

Finns det da nagon sned asymptot? Vi studerar griansvirdet

i L% oy
r—too I z—Foo x — 1

vilket ar lutningskoefficenten for en eventuell asymptot. Vi studerar nu ocksa

, .ot —ax(x—1) , x
Jm (f@) —1-2) = lim ———=— = lp =1

Y

vilket leder till att y = x + 1 &r en sned asymptot bade da x — oo och x — —o0.

Detta ger kurvan

(a) Vi har efter partialbraksuppdelning

4 4 4
/ dx:/L— ! dz
5 (x—1)(xz+3) s v—1 243

= [In(z — 1) — In(z + 3)]; = In(3) — In(7) — (In(1) — In(5)) = In(15/7).

(b) Vi partialintegrerar tva ganger enligt foljande

1 1
/ e dr = [—IL‘Qe_I](l) +/ 2ze Tdx
0 0

1
= —e 4 [—Qxefﬂé + 2/ e ¥dr=—e !t —2 142 [—e*x] !
0

0

=3¢+ 2(—e " +1)=—be ' +2.

(a) Vi borjar med den homogena 16sningen: Den karakteristiska ekvationen blir
r? + 16 = 0 vilken har 16sningarna r = #4i. Detta ger en homogen losning pé
formen

yn(z) = Asin(4z) + B cos(4x).



For att finna en partikuldrlosning sétter vi
yp(z) = Crsin(4z) + Dx cos(4x).
Vi far
y, () = C'sin(4x) + 4Cx cos(4x) + D cos(4x) — 4D sin(4x)
och

y,(x) = 4C cos(4x) + 4C cos(4xr) — 16Cx sin(4x)
— 4Dsin(4z) — 4D sin(4z) — 16 Dx cos(4x)
= 8C cos(4x) — 8D sin(4x) — 16Cw sin(4x) — 16 Dx cos(4x).

Stoppar vi in detta i DE far vi
8C cos(4x) — 8D sin(4x) = cos(4x),
vilket ger C'=1/8 och D = 0. Den allménna lésningen ges alltsa av
1
y(z) = Asin(4x) + B cos(4x) + R sin(4z).
(b) Vi har
/ . 1. 1
y'(z) = 4Acos(4x) — 4B sin(4x) + 3 sin(4z) + 5% cos(4x).

Begynnelsevillkoren y(0) = 1 och ¢/(0) = 1 ger

1=08B

1=4A
Vi far alltsa 16sningen

1 1
y(x) = 1 sin(4x) + cos(4z) + 37 sin(4x).

Vi noterar forst att om y = arcsin(z), 0 < o < 1 sd dr x = sin(y) = f(y),

0 <y < /2. Rotationsvolymen runt y-axeln blir ddrmed

71'/2 7r/2 1 _ 2 : 2 71'/2
o [ sty = [ 2@y, T sin(2y)
2 2 2
0 0 0

En primitiv funktion till

T _1+x—1_ 1
1+ 14z 1+2x




ar
r —In(l+ ),
eftersom x > —1. En integrerande faktor blir ddrmed

6:)3

14+

em—ln(l—l—m) _

Multiplicerar vi DE med denna far vi

= (5) = o),

1+z 1+

vilket ger

. —|—:cy($) = /e‘”dw ="+ C,

dar C &r en godtycklig konstant. Detta ger oss den allménna 16sningen
yx)=1+z+C(1+x)e "

Eftersom y(0) = 1+ C = 3 sa &r C' = 2 och lésningen till DE &r

ylx)=1+x+2(1+x)e ™

Kurvan ser ut sa héar

-1 4

Langden av linjerstyckena behover inte berdknas med formeln utan vi kan direkt
konstatera att deras sammanlagda lingd dr 2v/2. For kurvan mellan z = 1 och
x =3 safar vi f'(x) = —2(z — 2) = —22 + 4 och ldngden blir dédrmed

/1 T e — / BV iecrsy

Satter vi t = 2o — 4 far vi dt = 2dz och integralen blir

%/22 V1 + 2dt = %
_ i (2v5+m(2+ VB) + 25 —In(~2+ V5)) = \/5% (n2-+ v5) ~ In(-2 + V) .

Liangden av kurvan blir alltsa

1., 246 1
2\/§+\/5+Zln(m)—2\/§+\/5+§1n(2+\/5).

1 1 2
[§t\/1 +12 4 5 In(t + V1 + t2)]
-2



8. Vi borjar med att omforma vénsterledet. Vi far

99
e - e:v . 699 — el+x+...+:p —e

enligt formeln for geometrisk summa.

Vi har nu omformat ekvationen till

110071 z100—12+z—1
e z—1 = e z—1 s
vilket ar ekvivalent med
95100_1_95100_952_,'_95_1
e x—1 x—1 = 1

Detta kan 1 sin tur forenklas till

1:2 —x

g1 =] < " =1.

Denna ekvation har den enda l6sningen = = 0.




