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a natural sience class

Abstrakt

Syftet med denna wuppsats &r att wundersoka hur kunskaper om potenser,
exponentialfunktioner samt logaritmer férandras med arskurserna i det naturvetenskapliga
programmet pa en gymnasieskola. Som bakgrund till syftet har en historisk aterblick, en
beskrivning av kursplaner samt en redovisning av laromedel, gjorts.

Diagnostiska test har utformats. Dessa har testat kunskaperna i de olika arskurserna och den
slutsats som kan dras, &r att kunskaper forbattras med arskurserna. Vidare har det med hjalp
av diagnostiska test kartlagts vilka de vanligaste felen, som gors vid berédkningar med
potenser, ar. Den slutsats som kan dras av det, ar att de fel som gérs mest beror pa

fundamentala fel i talforstaelse hos eleverna.

Uppsatsen har ocksa véackt nya fragor, exempelvis kan de skillnader i kunskap, som
upptackts vid undersdékningen generaliseras, och hur ska man goéra for att forebygga de fel

som eleverna gor?
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1. Inledning

Malen for den har uppsatsen ar att klargéra hur kunskaper om potenser, logaritmer och
exponentialfunktioner forandras med arskursen hos elever i en naturvetenskaplig (NV)
klass. Innan fragan behandlas ska en kortfattad historisk bakgrund till de centrala begreppen
i uppsatsen ges. En kort redovisning hur dessa begrepp behandlas i kursplanerna och i en
laroboksserie i matematiken, som anvands pa vissa skolor, skall ocksa ges. Malet med den

empiriska undersokningen och med uppsatsen kommer att klargoras i foljande stycken.

2. Syfte

Att undersoka hur kunskaper om potenser, exponentialfunktioner och logaritmer, férandras

med arskurserna, i det naturvetenskapliga programmet pa en gymnasieskola.

3. Problemformulering

Vilken kunskap har eleverna i arskurs 1, 2 och 3, pa naturvetenskapliga programmet, om

potenser? Hur forandras dessa kunskaper mellan arskurserna?

Vilken kunskap har eleverna om logaritmer och exponentialfunktioner, i arskurs 2 och 3?

Hur forandras denna kunskap mellan arskurserna?

Vilka ar de vanligaste felen som gors vid berdkning med potenser?



4. Bakgrund

4.1 Den historiska framvéaxt av begreppet “funktion”

Idén till begreppet funktion kan sparas nastan tva tusen ar tillbaka i tiden. En definition av
detta begrepp gavs dock inte forran pa 1700-talet. Den definition som vi anvander oss av i

dagens matematik &r &nnu yngre. Dagens definition ar foljande:

"Lat A och B vara tvd mangder och antag att vi har en regel som for varje x i A ger oss exakt
ett element y i B. Vi har da en funktion fran A till B. Om funktionen betecknas med f skriver

man

f.A>B elerA——B
for att tala om att f ar en funktion frdn A till B. Mangden A kallas funktionens
definitionsmangd (eller definitionsomrade) och betecknas med D, medan B kallas funktionens
malmangd. For att ange att elementet x i A tillordnas elementet y i B skriver man x>y eller

y =f (x) och kallat f(x) for funktionsvardet i punkten x.”

Citat: Tengstrand A. m.fl., EnvariabelAnalys, 1991, sidan 76

Claudius Ptolemaios levde under perioden 85-160 efter Kristus. Han var en av den tidens
mest framstdende astronomer. Han gjorde astronomiska observationer i Alexandria och
presenterade en modell for planeternas rorelser. Det dr i samband med hans astronomiska
berdkningar som man kan hitta den forsta idén till begreppet funktioner. Istéllet for att
anvanda sig av diskreta varden, fran tabeller, for att beskriva kontinuerliga fenomen, visade
Ptolemy hur man skulle interpolera for att fa funktionsvérden for vilken oberoende variabel
som helst. Ptolemey anvéande sig inte av modern symbolism men ur hans arbeten star det

klart att han var medveten om en funktionell relation.

Ett annat steg mot definitionen av funktioner togs av Rene Descartes. Descartes foddes
1596 i Touraien, Frankrike och dog 1650 i Stockholm. Vart cartesianska koordinatsystem
kan harledas till Descartes. Han tankte sig alla algebraiska uttryck (t.ex. x, X%, x°) som tal.
Tidigare hade man betrakta x som en stracka, x> som en area och x> som en volym. Att
betrakta alla algebrariska utryck som tal underl&ttar en grafisk framstéllning av funktioner

vi anvénder i dag.



Sjalva ordet funktion introducerades av Gottfried Wilhelm Leibniz. Leibniz foddes i
Leipzig, Tyskland, ar 1646. Han dog i Hannover, Tyskland, ar 1716. Leibniz &r mest kand
for sin uppfinning av differential- och integralkalkylen. Denna &ra delar han med Newton.
Det ar i Leipzig arbeten med differential- och integralkalkylen som begreppet funktion
hittas.

En definition av funktioner, gavs av Leonhard Euler, i hans arbete ”Introductio in analysin
infinitorum”, 1748. Euler foddes 1707 i Basel, Schweiz, och dog 1783 i St Petersburg,
Ryssland. Eulers bidrag till matematiken har varit valdigt stort. I ovannamnda arbete
definierade han en funktion som en analytisk utryck (d.v.s. som en formel). Definitioner for
exponential- och logaritmfunktioner finns ocksa att hitta i detta arbete. Alla moderna

definitioner av dessa funktioner har sina rotter i Eulers definitioner.

Euler definierade en exponentialfunktion som en potens vars exponent dr en variabel,
y = a“. Logaritmfunktionen definierade han som en invers till exponetiella funktionen, d.v.s.

att z ar logaritmen av y med basen a.

Tillampning av funktioner inom olika omraden, t.ex. inom fysiken, véxte snabbt och en mer
precis definition av begreppet funktion behdvdes. Den definition som vi anvander i dag har
getts av Gustav Peter Lejeune Dirichlet. Han var en tysk matematiker som levde mellan
1805 till 1859.

4.2 Logaritmernas historiska framvaxt

Begreppet logaritmer blir en del av matematikens historia vid ett ganska sent stadium. Den
person som kan kallas logaritmernas fader, & John Napier. John Napier foddes 1550 i
Merciston Castle som ligger i Edinburgh, Skottland. Han dog pa samma plats (i
Edinburgh), den 4 april 1617. Napier borjade sin undervisning nar han var 13 ar, vid St
Andrew University. Dar blev han intresserad av teologi. Napier fick dock inte sina
kunskaper om matematik eller litteratur vid detta universitet. Dessa kunskaper fick han

under den tid han tillbringade nagonstans i Europa, exakt var vet man inte med sakerhet.



Ar 1571 &tervdnde han dock till Skottland. Han var intresserad av jordbruk och var ocksé
inblandad i de religitsa konflikter, som fanns vi denna tid.

Hans intresse for matematik var endast en hobby, trots det har han lyckas lamna vasentliga
bidrag inom detta &mne. Forutom att ha lagt grundidén till logaritmer, har han ocksa hittat

exponentiella uttryck for trigonometriska funktioner.

Idén till logaritmer kan ha sitt ursprung i anvandning av vissa trigonometriska funktioner,
som transformerar multiplikation till addition eller subtraktion. Att hitta ett satt att
multiplicera och dividera stora tal, pa ett mindre tidskravande satt och ocksa minska risken
for felberékningar, var 6nskvért. John Napier konstruerade logaritmtabeller som uppfyllde
just detta syfte.

Napier publicerade sina tabeller for logaritmer 1614, i en bok som hette ”Description of the
wonderful canon of logarithms”. Denna bok beskrev hur man skulle anvénda tabellerna. |
en senare bok “Construction of the wonderful canon of logarithms”, 1619, forklarade han

hur dessa tabeller skulle konstrueras.

Napiers logaritmer, Nlog, skiljer sig fran dagens logaritmer i vissa avseenden. Han
betraktade inte logaritmer pa ett algebrariskt satt, utan anvande sig av en dynamiskt analogi.
Som definition for Nlog tankte sig Napier tva punkter, P och Q. Dessa ror sig pa tva
separata och parallella linjer, L; och L,. P ror sig pa Ly och Q ror sig pa L.

L, delas in i intervall i enlighet med en aritmetisk serie: 0, b, 2b, 3b, ... , dar 0 &r den
vénstra andpunkten. L, delas in i intervall enligt en geometrisk serie: O, r - ar, r - a’r,

r-a’r, ..., dar 0 ar vanstra andpunkten och r den hogra. Se figur 1.

0 r-ar r-akrr-a‘r



Napier valde att sétta r till 20 000 000 och att a skulle vara ett tal mindre &n, men néstan
lika med 1.

Punkten P ror sig aritmetiskt, med en konstant hastighet, pa linjen L; och Q ror sig
geometriskt pa L,. Q:s hastighet forandras pa sadant satt att den hinner fardas Gver ett

intervall pa L,, under samma tid som P ror sig over ett intervall pa L.

Nlog definieras ur ovannamnda forhallanden, pa foljande satt:

Punkten P och Q borjar rora sig, med samma hastighet fran nollpunkterna pa L; respektive
L,. Nar P har fardats avstandet y fran nollpunkterna pa L;, kommer Q att vara pa en punkt
som befinner sig pa avstandet x fran r (den hégra andpunkten av L,). Avstandet y sags da

vara logaritmen av x. Det vill sdga:

y = Nlog x.

Man kan ocksa beskriva punkternas rérelser med hjalp av en differentialekvation, och pa

detta satt hitta foljande relation mellan Nlog och In:

y =Nlog x =r In (r/x)

Ett problem med Nlog &r att Nlog 1 inte &r lika med noll. Vilket gor det svarare att rakna
med &n med de vanliga logaritmerna.

Senare i sitt liv bestamde sig Napier for att lata Nlog 1 var lika med noll. Han framlade
detta forslag for Henry Briggs (1550-1631) vid deras forsta mote, 1615.

Briggs arbetade vid Gresham College i London och han kom i kontakt med Napiers arbete,
genom tidigare ndmnda boken ”Description of the wonderful canon of logarithms”. Briggs
skrev till Napier och foreslog att logaritmer skulle ha basen tio. Sommaren 1615 akte han
till Skottland och traffade Napier.

Napier dog innan han hann bdérja konstruera nya tabeller for logaritmer. Men Briggs

borjade om fran grunder och berdknade nya tabeller med log 1 = 0 och med basen tio.

Utvecklingen av logaritmer betydde mycket for berdkningar inom astronomi.



Den franske matematikern Pier Simon Laplace yttrade sig om det bidrag som uppfinningen
av logaritmer har gett astronomerna, pa féljande satt:

”...by shortening the labors, and doubeld the life of the astronomer...”

Som tidigare ndmnt blev logaritmer definierad som funktion av Euler i sitt arbete

"Introductio in analysin infinitorum” fran 1748.

4.3 Potensers historiska framvaxt

Potenser ar valdigt anvandbara nar stora och sma tal skall uttryckas, till exempel avstand
mellan stjarnor eller diametern hos en elektron. Potenslagar kan anvandas nar sadana tal
multipliceras eller divideras. For att berakning med potenser skall vara mojlig maste ett tal-
positionssystem vara uppfunnet, det vill sdga att ett tal far olika varde beroende pa sin

position (ental, tiotal 0.s.v.) i ett en- eller flersiffrigt tal.

Vart decimala tal-positionssystem har sitt ursprung i den indiska matematiken.

I en legend om en indisk Brahmin vid namn Sessa, hittar vi en idé till anvandning av
potenser. Sessa hade, enlig legenden, uppfunnit Shaturanja (ett spel som liknar vart schack
och spelas pa ett liknande brada med 64 rutor). Kungen av Indien blev imponerad av detta
spel och ville beléna Brahminen med vad en denna Onskade sig. Sessa sa att han endast
onskade sig ett vetekorn for forsta rutan pa spelbradan, tva for nasta ruta, fyra for nasta etc.
Kungen (som inte kéande till potenser) tyckte att detta var ett blygsamt 6nskemal. Nar hans
matematiker fick rakna pa det insag de att det inte fann tillrackligt med vete i hela véarlden
for att kunna uppfylla 6nskemdlet, eftersom mangden blev 2% vetekorn. Aven om
tankesattet i berékningarna liknar den som anvénds idag vid berakning med potenser,
dréjde det langre innan den terminologi som vi anvéander kom till liv. Har foljer nagra sma

nedslag i historien som har lett till den terminologin som vi anvéander idag.

Positiva tal som exponenter anvandes av Nicole Oresme (1323-1382), men han anvénde
inte samma skrivsatt som vi gor. James Humes anvénde sig ocksa i ett verk fran 1636 av
exponenter. Han var véldig ndra den symbolism som anvénds i dag. René Descartes (1596-

1650) var forst med att anvanda sig av heltal som exponenter som vi gor i dag.



Negativa heltalsexponenter anvéndes av Nicolas Chuquet (1445-1488) i sitt arbete "Le
Triparty en la Science des Nombres”, skriven 1484. Med modern symbolism skrevs
negativa heltalsexponenter av Isac Newton (1643-1727) i ett brev till Henry Oldenburg.

Newton var ocksa forst med att anvanda sig av tal i brakform som exponenter. (ref:

http://members.aol.com/jeff570/mathsym.html )

Vart satt att se potenser som tal oavsett exponent har inte alltid funnits. Innan Rene
Descartes tolkades potenser genom geometriska figurer, dvs. ett tal a® var en area och a° en

volym. Descartes var, i sitt arbete ”La Géométrie” , forst med att betrakta potenser som tal

Nar algebra och geometrin borjade forenas uppkom ocksa nagra av de namn som vi
anvander for vissa exponenter. Till exempel kallade al- Khwarrizmis en obekant storhet x*
for "kab” som motsvarar kub pa svenska eller ”cube” pa engelska. Man kan generellt, d.v.s.
inte bara vad namn avser, séga att potenser ar barn fodda i dktenskapen mellan algebra och

geometri.

4.4 Symboler for logaritmer och exponentiella funktioner

Leonardo Euler vars definitioner for funktioner namnts tidigare, var ocksa den som
introducerade symbolen f(x) for funktioner. Symbolen for funktioner som anvénds i dag
hittas for forsta gangen i boken “Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae™
fran 1734 som skrevs av Euler.

Fran internet kan foljande redovisning av anvandningen av symbolerna Log, log och In for

logaritmer lésas:

” Log. (with a period, capital "L") was used by Johannes Kepler (1571-1630) in 1624 in
*““Chilias logarithmorum” (Cajori vol. 2, page 105)

log. (with a period, lower case "I'") was used by Bonaventura Cavalieri (1598-1647) in

“Directorium generale Vranometricum” in 1632 (Cajori vol. 2, page 106).

log (without a period, lower case "I") appears in the 1647 edition of *“Clavis
mathematicae” by William Oughtred (1574-1660) (Cajori vol. 1, page 193).



In (for natural logarithm) was used in 1893 by Irving Stringham (1847-1909) in

“Uniplanar Algebra’ (Cajori vol. 2, page 107) .”

Citat:http://members.aol.com/jeff570/functions.html

Talet e gjorde sitt intag i matematiken, under den beteckning som vi ar vana vid i dag, i ett

av Eulers bocker ( se tabell 1. ). Talet har dock funnits i matematiker sedan Napiers arbete

pa logaritmer, 1618. Pa den tiden betraktades logaritmer inte som algebrariska utryck och

darfor tillkdnnagavs inte talet e som en bas for naturliga logaritmer.

Forsta gangen talet e fick en egen beteckning var i ett brev, 1690, som Liebniz skev till

Huygen (1629-1695). Dar fick talet beteckningen b. En redovisning av symbolerna som

anvands for att beteckna talet e, vem som anvande symbolerna och nér, ges i tabell 1 pa

nasta sida.

Tabell 1.

1690

1691

1703

1727/8

1736

1747

1747

1751

1760

1763

Leibniz
Leibniz

En recensent

Euler

Euler

D'Alembert
Euler

Euler

Daniel Bernoulli

J. A. Segner

Brev till Huygens
Brev till Huygens
Acta eruditorum

Meditatio in  Experimenta  explosione

tormentorum nuper instituta

Mechanica sive motus scientia analytice

exposita

Histoire de I'Académie

Artiklar

Acrtiklar

Histoire de I'Académie r. d. sciences

Cursus mathematici



1764 C D'Alembert Histoire de I'Académie

Histoire de I'Académie r. d. sciences et d. belles
1764 e J. H. Lambert

lettres
1771 e | Condorcet Histoire de I'Académie
1774 e | Abbé Sauri Cours de mathématiques

Inleiding tot de Kennisse en het gebruyk der
1775 e  J A Fas
Oneindig Kleinen

1782 e | P.Frisi Operum tomus primus

1787 c | Daniel Melandri | Nova Acta Helvetica physico-mathematica

Originaltabell har hamtats fran: http://members.aol.com/jeff570/constants.html

4.5 Logaritmers praktiska anvandning

Logaritmer var tidigare ett anvandbart redskap vid rékningar med stora tal. Det underlattade
berdkningar for astronomer. | och med uppfinnandet av minirdknare och datorer har
logaritmernas roll som hjalpreda vid berékningar forsvunnit. Andra anvandningsomraden
har dock funnits for logaritmer sen deras upptackt och nya anvandningsomraden har

upptackts.

Att arean under hyperbeln y=l har logaritmiska egenskaper upptécktes av A. A. de
X

Sarasa som hade l&st Gregoty St. Vincent (1584-1667) arbeten om cirkelns kvadratur.

Sedan Eulers definition av logaritmiska funktioner har logaritmer blivit betraktade som
exponenter. Detta har mojligtgjort anvandningen av logaritmer for att I6sa diverse
ekvationer samt gestalta diverse fenomen inom naturvetenskapen och andra omraden, t. ex.
ekonomi och psykologi. Ett exempel fran psykologin &r Gustav Frechners logaritmiska
samband som beskriver sambandet mellan graden av upplevd sensoriska intryck och

storleken pa stimuli. ( ref: Kellog R., Cognitive Psykologi,1995, Sage publication.)



Principen bakom Napiers definition av logaritmer, dvs. forhallandet mellan en aritmetisk
och geometrisk serie, kan anvandas for att introducera logaritmer pa gymnasiet.
Utgangspunkten ar den samma. Tva punkter P och Q ror sig pa var sin linje, L; och L. Ly
ar en linje dar en aritmetisk foljd (0, a, 2a,...) representeras och L, dr en linje dar en

geometrisk foljd (1, r, r?,...) representeras. Se figur 2.

P ——
I I I I I
b — | | | |
0 a 2a 3a 4a
Q >
L — | |
1 r S

P och Q borjar rora sig samtidigt fran 0 respektive 1. Det ta lika lIang tid for P att rora sig
over ett intervall pa L; som det tar for Q att réra sig ett intervall pa L, och varje intervall pa
respektive linjer passera under samma tid.

Likt Napier kan man da Q har fardats avstandet x och P avstandet y definiera logaritmen av
Xsomy.

Ur dessa forutsattningar kan &ven logaritmlagarna introduceras. Hur det gors kan ldsas i
”Learn from the Master” av Swetz F. m.fl. (1995).

4.6 Redovisning av kursplan i matematik

En redovisning av de olika kursplanerna i matematik foljer nedan. Ur varje kursplan har de
delar som &r vasentliga for mitt diagnostiska test, plockats ut. Alla citat som féljer har

hamtats fran foljande sida pa natet:

"www3.skolverket.se/ki/SV/0102/sf/21/ol/index.html”
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4.6.1. Kursplan i matematik A

Ur de olika mal som eleven ska ha uppnatt efter avslutat kurs, ar foljande mal relaterade till

min problemformulering. Att:

’kunna stélla upp och tolka linjara ekvationer och enkla potensekvationer samt l6sa dem

med for problemsituationen lamplig metod och med lampliga hjalpmedel”
Samt att:
“kunna stalla upp, tolka, anvanda och askadliggora linjara funktioner och enkla

exponentialfunktioner som modeller for verkliga forlopp inom privatekonomi och i

samhalle”

4.6.2. Kursplan i matematik B

I kurs B ar de mél som &r relevanta, att:

“kunna tolka, forenkla och omforma uttryck av andra graden samt ldsa

andragradsekvationer och tillampa kunskaperna vid problemlésning™

Samt att:

”kunna arbeta med réata linjens ekvation i olika former samt l6sa linjara olikheter och

ekvationssystem med grafiska och algebraiska metoder™
Vidare ska eleven:
”kunna forklara vad som kannetecknar en funktion samt kunna stélla upp, tolka och

anvanda nagra icke-linjara funktioner som modeller for verkliga forlopp och i samband

darmed kunna arbeta bade med och utan dator och grafritande hjalpmedel”

11



4.6.3. Kursplan i matematik C

| denna kurs ska eleven:

”kunna tolka och anvanda logaritmer och potenser med reella exponenter samt kunna

tillampa dessa vid problemldsning”

Eleven skall ocksa:

”’kunna stélla upp, forenkla och anvanda uttryck med polynom samt beskriva och anvinda

egenskaper hos nagra polynomfunktioner och potensfunktioner”

samt:

kunna harleda deriveringsregler for nagra grundlaggande potensfunktioner, summor av
funktioner samt enkla exponentialfunktioner och i samband dérmed beskriva varfér och hur

talet e infors”

4.6.4. Kursplan i matematik D och E

I kurserna D och E fortsatter man att utveckla de kunskaper som man antas ha fran tidigare
kurser. Dessutom integrerar man de gamla kunskaperna med nya, t.ex. ska man kunna
hérleda deriveringsreglerna for logaritmfunktioner.

Derivering av exponentialfunktioner och logaritmer innefattas inte i denna undersokning.

Dedignostiska test som har anvénts kan anda tillampas pa de elever som laser kurs D och E,

eftersom féljande mal finns i bada kursplanerna:
”’kunna formulera, analysera och I6sa matematiska problem av betydelse for tillampningar

och vald studieinriktning med fordjupad kunskap om sadana begrepp och metoder som

ingar i tidigare kurser”.
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4.7 Logaritmer, exponentialfunktioner och potenser i larobdcker

Hur logaritmer, exponentialfunktioners och potenser introduceras i larobdcker kommer att
redovisas. Den l&roboksserie som har studerats ar: "Delta, Matematik for gymnasiet, kurs
A B,C,DochE.”

Potenser introduceras i kurs A och "Delta, Matematik for gymnasiet kurs A+B” pa foljande
satt: Kunskaper fran grundskolan, dvs. begreppen potens, exponent och bas, repeteras
kortfattat. Rakneuppgifter som innefattar: berédkning av tal i potensform och att skriva
multiplikation av samma tal i potensform foljer.

Dérefter redovisas potenslagarna for multiplikation, division, upprepad potensbildning och

for potenser med olika baser. Som en foljd av lagarna definieras a® =1och a™" = in
a

Exponenten n tillats i de ovanndamnda lagarna endast anta heltalsvarden.

Rakneuppgifter som krdver anvéndning av lagarna ges. Vissa uppgifter &r tilldmpningar av
potenslagar i verkliga sammanhang och andra dr ”Visa att..” uppgifter.

Kapitlet avslutas med en sammanfattning av potenslagarna och definitionerna.

Exponentialfunktioner och logaritmer ingar i kurs B och introduceras i "Delta, Matematik
for gymnasiet kurs A+B” pa foljande viss:

Tva inledande uppgifter om tillampningar av exponentialfunktioner i verkliga samanhang
ges. Exemplen handlar om lufttryck respektive ranta. Genom diskussion krig dessa exempel
introduceras begreppen exponentialfunktion och exponentiell férandring.

Exponentiell forandring jamfors darefter med linjar fordandring och en definition av formen
for en exponentialfunktion ges.

Detta foljs av exempel pa hur exponentialfunktioner kan askadligtgora grafiskt.
Raknedvningar som ar rankade i olika tillampningsomraden ges, exempelvis ska ranta,

befolkningsmangd och stralningsintensitet beraknas.

For att introducera logaritmer anvands exponentialfuntioner. Har anvands en grafisk bild av
y =10 .Det tas upp att for varje varde pa x finns ett varde pa y. Darfor ar det troligt att det

omvénda galler for alla positiva y varden, dvs.att till varje y finns precis ett motsvarande

13



varde for x, (10" =y).Har kallas exponenten x for logaritmen for y och betecknas
x=logy.
Foljande samband konstateras:
y=10" < x=logy
Dérefter forklaras att sambandet kan anvandas for att 16sa ut exponenter ur ekvationer av

typen a=10".

Nagra exempel ges som foljs av raknedvningar.
Kapitlet avslutas med ett exempel fran kemin, dar pH-vardet forhaller sig logaritmiskt till

vatejonkoncentrationen. Exemplet foljs av rdknedvningar pa temat.

Boken “Delta, Matematik for gymnasiet kurs C+D” har samma struktur som féregaende
bok darfor kommer inte raknedvningar att namnas trots att varje delmoment foljs av sadana.

Det begrepp som introducerats tidigare utvecklas.

Kapitlet om exponentialfunktioner inleds med ett exempel fran kemin som behandlar
cellers exponetiella tillvéxt i en jastkultur. Potenslagar och funktionsbegreppet repeteras.
Langre fram i kapitlet utvidgas begreppet potenser genom att lata exponenten n viljas
godtyckligt.

Exponentialfunktioner repeteras sedan och basen e introduceras med hjélp av en grafisk

framstallning. Ett exempel fran elldra ges.

Logaritmer repeteras och man preciserar har att en logaritm till exponentialfunktionen

y =10", kallas tiologaritmen. Vidare ges nagra exempel pa hur man léser ekvationer av

typen a* =b.

Med liknande resonemang som for logaritmer, introduceras den naturliga logaritmen.
Logaritmlagarna introduceras darefter och en av lagarna hérleds med hjalp av

potenslagarna.

I boken ”Delta, Matematik for gymnasiet kurs E” utvecklas inte kunskaperna om

logaritmer, exponentialfunktioner och potenser for reella tal.
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5. Metod

Syftet med uppsatsen medfor att den far en deskriptiv utformning, En klass har valts fran
varje arskurs. Samma klass har alltsa inte foljts genom alla tre aren.

En empirisk kvantitativ undersokning har gjort for att besvara problemformuleringen.

De variabler som undersoks &r arskurs samt kunskaper om logaritmer, exponetiala

funktioner och potenser varierar for olika arskurser.

6 Procedur

Tre stycken diagnostiska test har utformats for att mata den oOnskade kunskapen om
logaritmer, exponentialfunktioner och potenser. Testen finns som bilagorna A, B och C.
Varje test utformades for att motsvara de kunskaper som den undersokta arskursen antas
besitta. Det var till exempel ingen mening att undersoka kunskaper om logaritmer i arskurs
1 eftersom logaritmer inte hade introducerats.

For att mata kunskaper om potenser anvandes uppgifterna 1-5 i det diagnostiska testen och
for att mata kunskaper om logaritmer och exponentialafunktioner anvandes uppgifterna 6-8
i testen for arskurs 2 och 3. Uppgifterna 1-5 var likadana i alla tre testen, detta for att en
genomforelse mellan arskurserna skulle vara mojligt. Av samma anledning var uppgifterna
6-8 identiska mellan testen for arskurs 2 och 3.

Uppgift 6 i testet for arskurs 1 samt uppgifterna 9 och 10 i testet for arskurs 3, anvandes
inte i jamforelsen.

Svaren till fragorna fylldes i pa en, till varje test, medféljande svarsblankett. Ett exempel pa
svarsblankett till arskurs 1 finns i Bilaga D. Arskurs 2 och 3 hade liknande svarsblankter.

Maxpoangen for diagnostiska testet for arskurserna 1, 2, och 3 var: 11, 16 respektive 19.

Kontakt togs med tre stycken larare pd en gymnasieskola och dessa tillfrigades om
mojligheten fanns att utfora testen i deras klasser. En naturvetenskaplig (NV) klass fran
arskurs 1, 2 respektive 3 blev tillgangliga for undersokning, tack vare lararnas hjalp och

samtycke.
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Totalt undersoktes 64 elever. Antalet elever i respektive arskurs redovisas i tabell 2.

Tabell 2.
Klass. Antal
elever.
NV1 22
NV2 23
NV3 19

6.1 Bearbetning av data

For varje ratt svar pa en uppgift eller en deluppgift gavs en poang. Ett undantag var uppgift

10 i den diagnostiska testen for arskurs 3 som gav tva poang.

For varje elev i NV1 sammanstalldes, genom rattning av provet, tva varden. Den ena var de

resultat som eleven hade pa uppgifterna 1-5 och den andra var det totala resultatet pa testet.

Varje elev i NV2 tilldelades tre varden: Ett for resultat pd uppgifterna 1-5, ett for

uppgifterna 6-8 och ett vérde for det totala resultatet.

I NV3 fick varje elev tre véarden: Ett for resultat pa uppgifterna 1-5, ett for uppgifterna 6-8

och ett varde for det totala resultatet.

Foljande jamforelse gjordes mellan:

*NV1 och NV2 med uppgifterna 1-5 som jamforelsegrund

* NV2 och NV3 med uppgifterna 1-5 som jamférelsegrund

* NV1 och NV3 med uppgifterna 1-5 som jamforelsegrund

e NV2 och NV3 med uppgifterna 6-8 som jamforelsegrund

.

For att ta reda pa de vanligaste felen, har varje fel som gjorts och dess forekomst noterats.
En sammanstélining av felen redovisades i en tabell. De mest forekommande felen
redovisas forst. Eftersom endast svar fanns att tillga kunde endast troliga orsaker till felen

klargoras.
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7. Resultat

Resultatet fran diagnostiska testet for NV1 redovisas i graferna nedan:
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Graf 1: Resultat i NV1

Berékningar i Excel gav foljande varden i NV1:

Tabell 3.

Statistisk berékning av: | Uppgifterna 1-5
Medelvardet 7,09
Standardavvikelse 2.00

Median 7

O uppgifterna 1-5
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Resultatet for diagnostiska testet i NV2 redovisas nedan:

10

Graf 2: Resultat I NV 2

Poang
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Il

Berakningar i Excel gav foljande vérden i NV2:

Tabell 4.

O Uppgifterna 1-5
B Uppgifterna 6-8

Statistisk berékning av:

Uppgifterna 1-5

Uppgifterna 6-8

Alla uppgifterna

Medelvérde: 6,70 3,74 10,43
Standardavvikelse 2,77 1,81 4,23
Median 8 3 12
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Resultatet for diagnostiska testet i NV3 redovisas nedan:

10

Graf 3: Resultat i NV3
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O Uppgifterna 1-5
| Uppgifterna 6-8
O Uppgifterna 9 och 10

b

Man Kvinna Kvinna Man Kvinna Kvinna 3 Kvinna

Berakningar i Excel gav foljande vérden i NV3:

Tabell 5.

Statistisk berédkning av: | Uppgifterna 1-5 | Uppgifterna 6-8 | Alla uppgifterna
Medelvarde: 7,95 5,53 15,05
Standardavvikelse 1,61 1,65

Median 9 6 16
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Jamforelse av uppgifterna 1-5 mellan NV - klasserna:

Graf 5: Jamforelse av upgifterna 1-5 mellan NV- klasserna

i +\/

Poang

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Elev numer

Jamforelse av uppgifterna 6-8 mellan NV-klasserna.

IGraf 6: Jamforelse av uppgifterna 6-8 mellan NV-klasserna
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Elev nummer

Resultaten for varje enskild elev i NV1, NV2 och NV3 finns i Bilagorna E, F och G.

——nVvi
——nNv2
NV3

—&—NV2
NV3

22
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Resultat av vanligaste typ av fel som gjordes i alla tre NV-klasserna:

Tabell 6: Typ av fel.

Uppgifts-| Typ | Férekomst | Trolig Typ |Fore- | Trolig orsak Ovriga typer av fel
nummer |av fel orsak av | komst (forekomst 1)
1 fel
2
la 125% |6 Basen har .12 Potens lagen har (5*)*, 25*, 125
upphdjts till | 5° missforstatts.
tre men Exponenterna
trean har multipliceras
inte tagits istallet for att
bort fran adderas.
exponenten.
1b 4% 8 Baserna har | o8 |2 Talen i exponenten | p5gx® y2xéx
multipli- multipliceras och .
cerats. upphdjs av nagon 4716
anledning till x 478"
Eleven kan inte
forenkla ett
polynom.
2a 13 2 Baserna i 1* |1 Basen och x i 1* 3x, 13, , 6*
taljaren och exponent har
nédmnaren forkortats
har
divideras.
2b 14 5 Baserna i 3|1 Eleven har glomt 1 5
taljaren och attdeti taljarens |3 1%; 8% 1°;
némnaren exponenten finns
har en 1:a framfor x.
dividerats,
samt minus-
tecken
glomts i
exponenten
3a 16%* |8 Basen 39 |2 Har troligen skrivit (16x)3. X+ . iy
upphojs till svaren till uppgift i ’ ’
fyra men 3b 8", 2"
fyran tas
inte bort
fran
exponenten.
3b 3y |1 Eleven har |3y* |1 Eleven kan ha
multiplicerat chansat.
basen med
exponenten.
4a (2a)2x 2 Har adderat | 2x |1 Eleven har glémt
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baserna i att skriva basen (2a)x2 4% 2"
taljaren o

4b a*b Eleven har | ab* Eleven har forst Lo
forkortat multiplicerat ansan
exponen- baserna i téljaren 054525 -
tena for och darefter P
potensen anvant sig av a’—a’;; ab™;
med basen potenslagarna. a~b*
b.

5 a Funktionen |c Eleven kan ha
borjar vid 1 chansat.
pa y-axeln.
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8. Diskussion

Den forsta problemformuleringen var:

"Vilken kunskap har eleverna, i arskurs 1, 2 och 3 pa naturvetenskapliga programmet, om

potenser? Hur forandras dessa kunskaper mellan arskurserna?”

Klass NV1 hade ett hogt medelvarde M = 7,09 eftersom maxpoéng fér uppgifterna 1-5 var
9. Jamfors detta medelvarde med medelvardet M = 6,70 for NV2, kan det konstateras att
NV1 hade ett hogre medel. Ur graf 5 (sidan 24) kan man se att elever i NV2 har lagre
resultat &n i NV1. Detta leder till en storre standardavvikelse i NV2, &n de i NV1

Ur tabellerna nr 3 och 4, ses att standardavvikelse ar 0,77 storre i NV2 an i NV1, vilket
vacker fragan om huruvida medelvardet ar den basta jamforelse grunden. Jamférs medianen
istallet ser vi att NV2:s median &r storre. Det ar egentligen ett mer trovardigt resultat da en

progressiv kunskap om potenser vore mer rimligt.

For jamforelsen mellan NV2 och NV3 kan ur tabellerna nr 4 och 5, ses att NV3 har ett
hogre medel M = 7,95 an NV2 vars medelvérde var 6,70, det kan ocksa notera att NV3:s
medel ar ocksa hogre an det i NV 1. Jamfors medianerna far man foljande rangordning
med den storsta forst: NV3 foljt av NV2 och sist NV1.

Som svar pa forsta problemformuleringen kan konstateras att de undersokta NV-klasserna
har goda kunskaper om potenser. Bade NV1 och NV3 har hdga medelvérden, NV2 har det
lagsta medelvardet, vilket beror pa laga resultat fran nagra av eleverna i denna klass.

Undersokningen visar att kunskaperna om potenser 6kar med arskursen vilket ar ett trevligt

konstaterande.
Om kunskaper som klasserna besitter verkligen motsvara kursplanens mal i de olika

kurserna ar svart att avgora, eftersom det ar den enskilda lararens tolkning av dessa mal

som avgor var tyngdpunkten kommer att 1aggas i undervisningen.
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Angaende forandringar i kunskaper om potenser forandras mellan arskurserna kan inga
generella slutsatser dras. For att ta reda pa om skillnaderna i kunskap, mellan arskurserna,
ar statistiskt signifikant. Det vill saga att skillnaderna skulle vara bestaende vid upprepade

forsok, kan ett statistiskt program SPSS anvéndas.

Fler undersokningar med storre antal elever i varje arskurs, dar elevens individuella resultat
inte i lika hog grad paverkar standardavvikelsen, skulle behdva genomféras. Om de
undersokta variablerna (arskurs och kunskap om potenser) operationaliseras pa ett bra sétt,

kan férhoppningsvis en generell slutsats dras.

Den andra problem formuleringen var:

” Vilken kunskap har eleverna om logaritmer och exponetialafunktioner, i arskurs 2 och 3.

Hur forandras denna kunskap mellan arskurserna?”

En ndrmare granskning av graf 6, visar att eleverna i NV3 overlag har presterat battre i
dessa uppgifter an eleverna i NV2. En jamforelse mellan tabell 4 och 5 visar att NV3 har ett
hogre medelvarde (M = 5,5) an NV2 (M = 3,79) samt att medianen ocksa &r hogre.

Som svar pa andra problemformuleringen kan det konstateras att NV3-klassen hade béttre
kunskaper om logaritmer och exponentialfunktioner &n NV2-klassen. Aterigen kan inga
generella slutsatser dras om dessa skillnader ar bestdende mellan NV klasser i arskurs 2 och
3.

Om man skulle forsdka dra generella slutsatser skulle man till exempel kunna anvanda sig
av en "Mann-Whitney U test”, eftersom variabeln arskurs ar av nominal skala och kunskap
har en gvot skala. "Mann-Whitney U test” &r ett statistiskt verktyg som kan anvéndas for att
faststalla huruvida spridningen av resultat inom gruppen &r sadant att generella slutsatser
kan dras. Resultaten i de undersokta grupperna ar inte normalfordelade, vilket ocksa styrker
att ett "non-parametric test” skulle kunna anvéndas. (ref. Statistics for psychology, Aron A,
1999)
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Den tredje problemformuleringen var:
”Vilka &r de vanligaste felen som gors vid berédkning med potenser?”

| tabell 6 redovisas de vanligaste felen som eleverna i de undersokta NV-klasserna har
gjort. Som namns i metod delen fanns endast svar fran eleverna att underséka. Darav kan

endast antaganden goras om de troliga orsakerna bakom felen.

Foljande slutsatser kan dras utifran undersokningen. En vanlig orsak till fel ar elevers ovan
att se tal skrivna i olika former( t. ex. 62 = 36). Exempel pa detta kan se i uppgifterna 1a och
3a i tabell 6. Eleverna har troligen inte insett kopplingen mellan en potens skriven i

faktorform och i potensform:

En annan forklaring kan vara att eleverna inte forstatt foljande potenslag: (ax)y =a”.

Ytterligare en vanlig orsak till fel, ar att baserna multipliceras eller divideras vid
anvandning av potenslagarna. Exempel pa detta kan ses i uppgifterna 1b, 2a och 2b.
Eleverna kan ocksa ha saknat kunskap om, eller missforstatt, potenslagarna. Exempel pa

detta kan ses i "Typ av fel 27, i uppgifterna 1a, 1b, 2a, 2b och 4a i tabell 6.

Det gar inte att utesluta att vissa elever kan ha tankt ratt men skrivit fel, eller att eleverna
helt enkelt har gissat. Ytterligare orsaker till fel skulle kunna forscka faststéllas, men pa
grund av det tidigare namnd brist pa underlag, skulle dessa orsaker bli allt for spekulativa
och kommer darfor att utebli.

Det vore dock intressant att fordjupa sig i orsakerna till felrakningar med potenser samt att
hitta undervisningssatt som forebygger dessa. Ett nytt dignostiskt test skulle kunna
konstrueras som verktyg for detta &ndamal. | det testet borde det finnas flera uppgifter, i
olika utformningar, som testar samma typ av kunskap (till exempel anvéndning av en viss
potenslag). Forhoppningsvis skulle den nya utformningen av ett diagnostiska test resultera i

att slarvfel och gissningar lattare upptacks.
Laroboksserien ”Delta’ lar ut potenser pa ett intressant och bra sétt enligt min asikt, men

en undersokning av hur olika upplagg av potensavsnittet paverkar kunskaperna om potenser

vore intressant att genomfora.
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Slutligen kan konstateras att kunskaper om potenser, logaritmer och expontentialfunktioner
verkar oka progressivt med arskurserna samt att det finns en logisk uppbyggnad bakom de
fel som gors av gymnasieelever. Dessa fel kan forhoppningsviss kartldggas och forebyggas.
Andra faktorer som kan ha paverkat elevernas allmanna kunskap i matematik ar larare,
undervisningsmiljo, motivation, och erhallna matematikkunskaper fran hogstadiet. Hur

dessa faktorer kan undersokas samt deras samband bor granskas nérmre.

Enligt min asikt ar det framforallt viktigt for varje enskild larare i matematik att bilda
hypoteser om orsaker till elevers missuppfattning, samt att successivt testa dessa hypoteser.
Lararen borde ocksa genom metakognition, tankande om hur man tanker, oka sin forstaelse

for elevernas, och sitt eget, larande.
Denna uppsats har vackt lika manga fragor som den har besvarat. Men det &r lika viktigt att

stalla ratt sort fragor som att hitta svar. Hade inte manniskan stallt sig fragan ”Kan man aka

till manen”, da hade inte heller nagon brytt sig om att forsoka.
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10. Bilagor

10.1 Bilaga A: Diagnostiskt test, arskurs 1.

Tid: 35 min, tillatna hjalpmedel: miniraknare och formelsamling.

Forenkla sa langt det gar.

1.a)5'5'5" ) 222%

64X 3X
2.2) — b) —
) 6X ) 35X
3.9) () b)(3)
a.x 3X a5xb2x
YO Vg
5.
y
8
6
4
2

Vilket av féljande samband (funktioner) visas i grafen ovan?

Ay=1' b)y=2" ¢y=3 d)y=[§]
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6. Skissa foljande funktioner.

23X

a)y=3 b)y=22X
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10.2 Bilaga B: Diagnostiskt test, arskurs 2.

Tid: 30 min, tillatna hjalpmedel: miniraknare och formelsamling.

Forenkla sa langt det gar.

1.8) 5°5"5* ) 222%

64x 3x
2.a b
) 6X ) 35X
x\4 x\Y
3.a) (2") b) (3")
axa3x anbZX
4. a) a.2x b) a2xa2xb2x
5.
y
8
6
4

Vilket av féljande samband (funktioner) visas i grafen ovan?

Ay=1' b)y=2" oy=3 d)y=@

6. LOs foljande ekvationer.

93X
a)9:3X b)9:((—

1/2)x)
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7) Logaritmfunktioner &r viktiga funktioner.
a) Vad ar lg 1000, Ig 100 och Ig 1

b) Skissa funktionen: Y(X) = lg X

8. a) Skissa funktionerna:
f (x)=10" och g(x)=Igx.

b) Finns det nagon samband mellan dessa?

c) Om ja, vilket & sambandet.
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10.3 Bilaga C: Diagnostiskt test, arskurs 3.

Tid: 35 min, tillatna hjalpmedel: miniraknare och formelsamling.

Forenkla sa langt det gar.

1.3) 555 ) 222%

64X 3X

2.2) — b) —
) 6X 35X

3.9) () b) (3

aX3.3X a‘5xb2x
YO Do
5.

8y

Vilket av féljande samband (funktioner) visas i grafen ovan?

Y= B)y=2 9y=3 dy=[3)
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6. LOs foljande ekvationer.

93X
a)9:3x b)9:((—

1/2)x)

7. Logaritmfunktioner &r viktiga funktioner.
a) Vad ar Ig 1000, Ig 100 och Ig 1

b) Skissa funktionen: Y(X) = lg X

8. a) Skissa funktionerna:
f (X)=10" och g(x)=Igx .

b) Finns det nagon samband mellan dessa?

c) Om ja, vilket & sambandet.

9. L0s ekvationen:

10. En elev hade foljande losning pa ekvationen 71g X +1=1g x°:

7lgx+1=Igx°
s lgx' —lgx®=-1
X7
= IgX—GZ—l
< lgx=-1
1

o x=101=—
10

Forklara vilka samband han eller hon har anvént sig av.
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10.4 Bilaga D: Svarsblankett, arskurs 1.

Namn:
Skriv svaren till uppgifterna pa detta svarsblankett.

1a)

2a)

3a)

4a)

5)

6a)

6b)

1b)

2b)

3b)

4b)
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10.5 Bilaga E: Resultat av diagnostisk test for NV 1.

Elev Resultat till uppgifterna | Totala resultat
nummer. 1-5.
1 3 4
2 6 6
3 7 7
4 7 8
5 9 10
6 4 6
7 9 10
8 9 10
9 3 4
10 5 6
11 7 8
12 7 9
13 7 8
14 7 7
15 9 9
16 8 9
17 9 10
18 8 8
19 5 6
20 9 10
21 9 11
22 9 11
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10.6 Bilaga F: Resultat av diagnostisk test for NV2.

Elev Resultat till uppgifterna | Resultat till uppgifterna | Totala resultat
nummer. 1-5. 6-8
1 9 7 16
2 9 5 14
3 9 7 16
4 8 5 13
5 9 7 16
6 9 3 12
7 9 3 12
8 4 3 7
9 9 3 12
10 5 2 7
11 1 1 2
12 2 1 3
13 8 5 13
14 1 2 3
15 5 3 8
16 3 3 6
17 8 6 14
18 6 2 8
19 8 4 12
20 7 2 9
21 9 4 13
22 7 4 11
23 9 4 13
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10.7 Bilaga G: Resultat av diagnostisk test for NV3.

Elev Resultat till uppgifterna | Resultat till uppgifterna | Totala resultat
nummer. 1-5. 6-8
1 9 5 16
2 7 6 14
3 9 7 19
4 9 6 17
5 9 7 19
6 8 3 15
7 I I 16
8 3 5 8
9 5 4 10
10 9 7 18
11 8 7 16
12 9 7 17
13 8 6 16
14 8 7 16
15 9 3 13
16 9 4 14
17 9 5 15
18 7 2 10
19 9 7 17
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