School of Mathematics and Systems Engineering
( Reportsfrom M S| - Rapporter fran M S|
Vixjo
University

Begreppet Derivata

Lars Axhage
Mars
2001 MSI Report 01018
Vaxjo University ISSN 1650-2647

SE-351 95 VAXJO ISRN VXU/MSI/MA/E/--01018/--




Vé&xj6 Universitet

MSI
BEGREPPET DERIVATA
'. B v -LEY
- Pierre de Fermat )
Lars Axhage
Matematikeruppsats 10p Handledare:
2001-03-05 Anders Tengstrand



If a man by methods not geometrical or demonstrative,
shall have satisfied himself of the usefulness of certain
rules; which he afterwards shall propose to hisdisciples
for undoubted truths, which he undertakes to demonstrate
in a subtle manner, and with the help of nice and intricate
notations; it is not hard to conceive that such his disciples
may, to save themselves the trouble of thinking, be inclined
to confound the usefulness of a rule with the certainty of a
truth, and accept the one for the other; especially if they
are men accustomed rather to compute than to think;
earnest rather to go on fast, than solicitous to set out
warily and see their way distinctly.

George Berkley: The analyst, or a discourse to an infidel
mathematician, 1734.



SAMMANFATTNING

Huvuddelen av uppsatsen behandlar derivatans historiska utveckling fran " de gamla
grekerna’ fram till dess att derivatan vilar paen solid grund & 1872. Upprinnelsen till
amnesvalet & att manga gymnasieglever upplever att matematikens abstraktionsniva tar ett
ordentligt steg uppét i och med inférandet av derivatan, vilket leder till att man har " forlorar”
manga elever. Lararen och laromedlen foljer en gammal tradition som introducerar derivatan
pa ett, i mitt tycke, onddigt " skrammande” teoretiskt vis och eleven gav har inte 6verblick
nog att inse varfér matematiken pl6tsligt kdnns obegriplig utan riskerar att dra den olyckliga
sutsatsen att han helt enkelt ar for "dum”. D& min dvertygelse &r att detta tragiska forhallande
kan andras med sma medd vill jag med denna uppsats forsoka gora en, om an liten, insats for
att reformera matematikundervisningen i riktning mot okad forstaelse och minskad utslagning
av elever.

Jag har &ven intervjuat tre elever i &k3 pa Naturvetenskapsprogrammet pa Ale Gymnasium
om deras upplevelser av den undervisning i derivata de erhallit.

Slutligen sammanfattar jag, utan att forsoka presentera detaljerade forslag, mina reflektioner
kring matematikundervisning i allmanhet och derivatai synnerhet. Da jag nyligen fatt reda pa
att samtliga elever pa Naturvetenskapsprogrammet inte pa lang nar racker till for att fylla de
tillgangliga platserna pa Hogskolan har jag aven tillatit mig att reflektera &ven kring denna
aspekt.
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INLEDNING

| grundskolans och gymnasiets matematikundervisning hévdas ibland att man vid speciellt tva
tillfallen "forlorar" manga elever; det ena & nér man infor variabler ("x" och "y"), det andra
nar man infor derivata. Aven elever med det hogsta betyget i matematik p& gymnasiet & ofta
péfallande osdkra pa begreppet derivata trots att de beharskar utrakningarna val. Att derivata
ar ett abstrakt och svarsmalt begrepp visas inte minst av historien - det tog matematikerna
omkring 2000 &r att fullstandigt reda ut och férankra detta begrepp. | detta arbete har jag valt
ut fem matematiker vars matematik studeras mer detaljerat.

Idag vet jag att det gar att fa godkant pa en tentamen i analys utan att nddvandigtvis ha
tillagnat sig den djupforstaelse som man sava behtver da man infor en gymnasieklass forst
maste motivera varfor och sedan forklara derivata. Ett bra st att nérma sig denna
djupforstael se skulle kunna vara att studera matematikhistorien for att se hur och varfor
begreppet vuxit fram och vilka de svaraste hindren pa végen varit. En stor del av syftet med
detta arbete ar att forstka ge en l&ttillganglig introduktion till omradet.

For att knyta fragestalIningarna till verkligheten har jag intervjuat négra elever om deras
uppfattning om derivata samt den undervisning de erhdllit inom omréadet.

Jag har ocksa forsokt att reda ut vad orsakerna kan ténkas varatill att derivata av manga anses
savaldigt svarforstaeligt samt slutligen komma med nagra idéer om hur undervisningen skulle
kunna forandras for att gora begreppet derivata "mindre skrammande”.

DERIVATANS MATEMATIKER

REDAN DE GAMLA GREKERNA...

En av historiens alra mest geniala matematiker var Arkimedes (287-212 f.kr.). Dentid da
Arkimedes och Appolonius (262-ca 190 f.kr.) verkade betraktas som antikens matematiska
hojdpunkt. Arkimedes kunde bestamma tangenten till vissa kurvor. Dessutom berdknar han
bl.a. sfarens volym genom att dela upp den i oandligt tunna skivor som sedan summeras.
Aven Appolonius studerade tangenter till bl.a. parablar, hyperblar och ellipser. Arkimedes
anvande ofta exhaustionsprincipen som verktyg i sina geometriska bevis. Den formulerades
av Eudoxos (300-talet f.kr.) och finnsi Euklides (300-talet f.kr.) Elementanr. 10.
Exhaustionsprincipen &r, trots att den vid forsta paseendet ndrmast verkar trivial, oerhort
anvandbar. Exhaustionsprincipen lyder pa foljande sétt: " Om tva storheter & givna, och fran
den storre subtraheras en storhet stérre an halften, och fran det som aterstar subtraheras en
storhet storre an halften, och om denna procedur upprepas, sa erhdlls dutligen en dterstod som
& mindre &n den minsta av de bada givna storheterna." Man kan siga att
exhaustionsprincipen innehaller samma ide som gransvardet. Det skulle &nda vara
missvisande att pasta att Arkimedes skapade derivata och integral da han dels inte verkar ha
forstatt det inversa forhdllandet mellan integral och derivata och dessutom
fundamentala delar av den matematik som kravs for detta &ahnu g var utvecklad. Bland annat
saknade Arkimedes: nolla, irrationella tal, negativa tal, funktionsbegreppet, gransvarde m.m.
Att han trots dessa, ur var tids synvinkel, svarartade handikapp kunde na en rad banbrytande
resultat placerar honom tvekldst som en av allatiders stérsta matematiker.



FRANCOIS VIETE (1540-1603)

Antikens och Medeltidens matematiker maste ha haft valdiga problem med att uttrycka sina
matematiska tankar da de var tvungna att uttrycka sig i beskrivande verbal form. Viéte & den
som mest bidragit till utvecklingen av den symboliska agebran. Han var den forste som t.ex.
skrev "ax quadratus+ bx + ¢ = 0" och med detta menade samtliga andragradsekvationer. De
fordelar som det innebar for matematiken att fa ett klart och koncist sprak kan knappast
Overskattas. Vietes bidrag till utvecklingen av derivata & tveklost betydande, om an indirekta.

RENE DESCARTES (1596-1650)

Descartes var en fransk filosof som vidareutvecklade Vietes symboliska algebra. En av hans
stora insatser var att bryta med den gamla traditionen dér x? alltid betecknade en area och x°
alltid en volym. Descartes uppméarksammade véxelverkan mellan algebran och geometrin i en
skrift i vilken han visar att algebraiska ekvationer kan |0sas geometriskt och att geometriska
problem kan |6sas algebraiskt. Man kan sdga att Descartes ar den forste matematiker vars
originalmanuskript utan storre svarigheter &r direkt |asbara for dagens matematiker.

Vi svenskar har ett speciellt forhadlande till Descartes med tanke pa det, for en filosof, alldeles
sarskilt grymma 6de han gick till métes. Han blev kallad till Stockholm fér att bli filosofisk
samtal spartner och privatlarare a drottning Kristina. En tjanst vid hovet verkade sakert
mycket attraktiv for Descartes men vad han inte visste var att de filosofiska samtalen med
drottningen skulle &ga rum klockan fem varje morgonen i sottet Tre Kronors morgonkyliga
grastenssalar. Foga forvanande blev Descartes snart Suk och dog efter nagra manader i
lunginflammation.

PIERRE DE FERMAT (1601-1665)

Fermats matematiska begévning och intresse maste ha varit extra ordindra med tanke pa de
banbrytande resultat han astadkom utan att ndgonsin ha matematiken som profession. Fermat
var utbildad jurist och arbetade som domare, vilket ger en forklaring till varfor han som regel
g publicerade sinaresultat. Inom analysen kan man mycket val havda att det var Fermat som
forst utvecklade derivata och integral. Detta synsétt skulle dven erbjuda ett tilltalande slut pa
den sorgliga konflikten mellan Newton och Leibnitz, ngot som kanske Laplace hade i dtanke
da han utndmnde Fermat till "den sanne uppfinnaren av differentialkalkylen".

ISAAC BARROW (1630-1677)

Barrow &r inte kand i foérsta hand for sina egna betydel sefulla bidrag till matematiken utan for
att han var Newtons larare. Faktum &r han verkar hainspirerat sdval Newton som Leibnitz till
att utvecklaintegral- och differentialkalkylen. Leibnitz var ndmligen i London 1673 och under
denna resa kopte han "Lectiones geometricae” forfattade av Barrow. Leibnitz utvecklade
differential- och integralkalkylen mellan 1673 och 1676. Han l&r ocksa ha hort talas om
Newtons, da annu g publicerade, infinitesimalkalkyl under denna resa.



ISAAC NEWTON (1642-1727)

Newton anses av manga vara historiens mest geniale vetenskapsman. Da man fordjupar sig i
vetenskapshistorien finner man dock, i kontrast till "myten", att Newton sdval som Einstein,
Arkimedes och andra av "de allra storsta" absolut inte har suttit ensamma i en kammare och
hittat pa nya geniala teorier utan, naturligtvis, mer att de har sasmmanstallt och vidareutvecklat
samtidens resultat i samarbete med likasinnade - pa ett i och for sig enastdende genialt vis.
Bast uttrycker Newton detta alv: "Om jag har nétt hogt beror det pa att jag sttt pa jéttars
axlar".

Vad & det dai denna kedja av sméa framsteg som gor att just Newton (och Leibnitz) far aran
av att ha utvecklat differential- och integralkalkylen. De grundlaggande idéerna fanns ju redan
under antiken? Svaret & att de utvecklade generella metoder som &r tillampliga pa en mangd
olika funktioner, samt att de var de forsta som klart insdg att derivata och integral & varandras
motsatser. For Newton var det absolut nddvandigt att utveckla analysen for att kunna hantera
de komplicerade problemstéliningar han maétte inom fysiken. Kanske var det hans stora
intresse for fysik som gjorde att han inte publicerade sina resultat férran 1687 trots att han
utvecklat differential- och integralkalkylen redan 1666. Det forefaller ndgot mérkligt att en
professor i matematik vid universitetet i Cambridge (fran och med 1669) vantar i 20 & med
att publicerarevolutionerande resultat. Under prioritetsstriden med Leibnitz visar Newton
med 6nskvard tydlighet att prestigel6shet | varje fal inte & forklaringen.

GOTTFRID WILHELM LEIBNITZ (1646-1716)

Leibnitz var i grunden jurist men var aven utbildad inom filosofi, teologi och matematik. Mest
beromd var Leibnitz for sinainsatser inom filosofin. Otvetydigt & det dock s att L eibnitz
filosofiska ron standigt har minskat i betydelse medan hans matematiska arbeten stadigt har
uppvéarderats. Medan Newton utgick fran fysikens behov drevs Leibnitz av filosofiska motiv
da han utvecklade sin infinitesimalkalkyl. Rent matematiskt var Leibnitz kalkyl likvéardig med
Newtons men med den skillnaden att Leibnitz beteckningar var mer andamasenliga bl.a
harror beteckningarna: dy, dx, dy/dx, 0, funktion och koordinat fran Leibnitz.

Den olyckliga prioritetsstriden mellan Newton och Leibnitz var forstas nérmast omgjlig att
|6sa; Newton utvecklade obestridligen sin kalkyl forst medan Leibnitz var forst med att
publicera. Forsoken att finna en 16sning underl&ttades nog inte av att denna lillatvist blastes
upp till att bli en prestigefraga mellan Englands och kontinentens hela matematikersamfund.
Man lyckades faktiskt hdlla denna konflikt aktuell under 100 &r. Enligt dagens synsétt hade
aran for upptackten tveklost gétt till Leibnitz.

BROOK TAYLOR (1685-1731)
Taylor publicerar sin berémdaformel 17151 Methodus incrementorum directa et inversa.

Taylors formel gor det mgjligt att approximera en given funktion med ett polynom. Metoden
ar mycket anvandbar t.ex. for gransvardesberékningar.

COLIN MACLAURIN (1698-1746)
Maclaurin utvecklade Taylors formel som behandlar ett specialfal, till en allman formel i sitt
arbete Treatise on Fluxions 1742.



LEONARD EULER (1707-1783)

Allatiders mest produktiva matematiker var utan jamforelse Leonard Euler. Under de 60 ar
han var verksam producerade han i genomsnitt 800 sidor om aret, vilket tillsammans bergknas
bli omkring 75 band. Idag & Euler bl.a. kénd for sambandet '€* = cos x + isinx"

(Eulers formel) samt for sina resultat inom omradet differentialekvationer. 1755 publicerade
Euler "Ingtitutiones calculi differentialis’ och nagot senare "Institutiones calculi integralis” i
tre band. | dessa verk presenterade Euler den i sdrklass mest genomarbetade och omfattande
framstalIningen dittills inom analysen. Euler var &ven, liksom Leibnitz, skicklig pa att skapa
lampliga beteckningar inom den symboliska algebrant ex: p, e, S, €°, log x, sin X, cosx, f(x)
m.m. Genom att flytta fokus fran kurvor till funktioner som det centrala matematiska
begreppet samt genom inférandet av potensserier inledde Leonard Euler den process som
brukar bendmnas "analysens aritmetisering”.

JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813)

Lagrange var, jamte Euler, 1700-talets storste matematiker. Han var den forste som helt
frigjorde sig fran geometrin och papekar faktiskt i fortalet till ett av sina mest betydande verk
att boken inte innehaller ett enda diagram. Detta ar ett mycket stort steg jamfort t.ex. med
Newton som ju aterforde alla sina bevis pa den euklidiska geometrin. Lagrange inforde en
rent algebraisk definition pa derivatan som en serieutveckling (med gemensamma drag med
Taylors formel). Denna definition forde dock med sig nya problem varfor den aldrig riktigt
slog igenom. Aven sjava ordet derivata har introducerats av Lagrange.

BERNARD BOLZANO (1781-1848)
Bolzano var en geniaisk matematiker, ofta fore sin tid, men med den egenheten att han alltfor
ofta publicerade rena felaktigheter. Han insdg till fullo att matematiska begrepp maste ges
klara och entydiga definitioner. Bolzano intresserade sig bl.a. for att ge infinitesimalkalkylen
en stabil grund att sta pa och gav 1817 den forsta definitionen pa kontinuerlig funktion.
Sannolikt som en f6ljd av Bolzanos svaga stéllning inom matematikersamfundet, anvéndes
istallet en mindre stringent definition av Cauchy som publicerades 1821. Bolzano sager |
samma arbete att derivatan
) = f(x+Dx)- f(x)

Dx
d.v.s. "derivatan & den kvantitet som kvoten ndrmar sig obegransat, nér Dx néarmar sig noll
genom positiva och negativa termer". Bolzano var ocksa den forste som insdg skillnaden
mellan kontinuitet och deriverbarhet och gav &ven ett exempel pa en kontinuerlig funktion
som saknade derivatai varje punkt. Kanske pa grund av sin ojamna kvalitet var det inte
manga av sina upptackter som Bolzano fick &a och uppskattning for.




AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857)

Cauchy var en mycket produktiv matematiker som publicerade mer &n 500 arbeten. Han var
en av de forsta som uttalade kravet pa stringens i bevisféringen. 1821-1829 publicerade
Cauchy "Cours d'analyse” en larobok i differential och integralkalkyl i tre delar. | detta arbete
gav Cauchy nya definitioner for samtliga grundléggande begrepp inom analysen, bl.a:
gransvérde, kontinuitet, deriverbarhet och integral. Han definierade ocksa de irrationella talen
med hjdp av tafoljder (sk. Cauchy-foljder). Cauchy nér inte riktigt upp till sin egen
malsdttning med stringenta definitioner pa alla begrepp. Flera av hans definitioner innehdller
vissa svagheter. Dessa fragetecken rétades dock senare ut av framst Karl Weierstrass.

PETER DIRICHLET (1805-1859)
Eftertr&dde Gauss som professor i Gottingen 1855. Dirichlet introducerade den definition av
funktionsbegreppet som anvands &n idag.

KARL WEIERSTRASS (1815-1897)

Welerstrass anses vara en av 1800-talets allra storsta matematiker. Han publicerade inte
mycket men utdvade som professor i Berlin ett stort inflytande 6ver fullbordandet av
analysens aritmetisering. Welerstrass var fullt klar over att en fast grund fér analysen
forutsatte en klar definition av de reellatalen.

RICHARD DEDEKIND (1831-1916)

Dedekind definierade irrationellatal 1872, en definition som kallas Dedekinds snitt och
egentligen & en vidareutveckling av Eudoxos definition av proportionalitet for
inkommensurabla storheter. Dedekind formulerade sig s& har: "Jag finner kontinuitetens
innersta vasen i foljande princip: Om alla punkter pa den réta linjen tillhor tva klasser, sddana
att varje punkt i den forsta klassen ligger till vanster om varje punkt i den andra klassen, sa
existerar en och endast en punkt som frambringar denna delning av linjen i tva delar."

Det & dennadelning av linjen i tva delar som Dedekind kallar ett snitt.

GEORG CANTOR (1845-1918)

Cantor definierade irrationellatal pa ett annat sétt samma ar (1872) med hjép av
fundamental foljder (kallasibland &ven Cauchyfoljder). Saval Cantors som Dedekinds
definitioner av de reellatalen ger upphov till en fullsténdig kropp och det kan visas att dessa
& isomorfa, d.v.s. djupast sett & de bada definitionerna ekvivalenta.
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ANALYSENS ARITMETISERING

Den nodvandiga frigorelsen av analysen fran geometrin krévde nya stringenta definitioner pa
samtliga ingéende begrepp. Denna process inleddes av Euler genom att fokusera pa
funktionen istéllet for den geometriska kurvan (grafen). Det visade sig vara omgjligt att skapa
en fast grund fOr analysen utan att ha en stringent definition av de irrationella talen. Denna
definition gavs alltsa sa sent som 1872, vilket idag kan verka forvanande med tanke pa att
greker och andra dlitit med inkommensurabiliteten ( d.v.s. det faktum att diagonalens langd
(C2) i en kvadrat med sidan 1 inte kan anges som ett bréktal utan maste anges med oandligt
manga decimaler) sedan Hippasos dagar pa 400-talet f.kr. ( Hippasos var enligt traditionen
den som forst upptéckte inkommensurabeliteten. En f6ljd av denna upptéckt var att
pythagoréernas narmast religiosa tro pa den odelbara enheten plétdigt blev meningsés. Da
Hippasos offentliggjorde sina ron domdes han till doden och avréttades.) Forst da de reella
talen var valdefinierade blev det alltsd majligt att stringent definiera kontinuitet, gréansvéarde
och darigenom derivata och integral.
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HISTORISK MATEMATIK

Har foljer nagra mer detaljerade matematiska exempel pa derivatans utveckling, i kronologisk
ordning: Fermat, Newton, Leibnitz, Cauchy och Weierstrass.

FERMAT

Det forsta kanda problem dar Fermat tillampade derivata™ & "delaen linjei tvA delar sd att
delarnas produkt blir maximal" (fig.1). Naturligtvis vet Fermat paforhand svaret pa ett sa
enkelt problem. Det intressanta & att han hér utvecklar en metod for derivering.

Fig.1.

Produkten P = x(a - x). Héar infor Fermat x + e och anfor att vid maximum & produkten
densamma for x och x + e.

Dafick han ekvationen: x(a - X) = (x + €)(a - x - €). Fermat forenklade den:

x(@-x)=(x+e)a-x-e)
xa-x* = xa-x°-xe+ ae- xe-€

ga-2x-¢)=0
a-2x—-e=0
Nu later Fermat e=0, och f&r da x = a/ 2, vilket ju & svaret vid maximum for P.
Menar Fermat verkligen att e & likamed 0? | safal gor han sig skyldig till att delamed 0,
vilket han nog inte avsag. Han bor ha menat att e ndrmar sig 0 da P narmar sig maximum,
altsdi princip ett gransvarde. Han hade observerat att en kurva andrar sig mycket litet nara
maximum och minimum, vilket gor approximationen e » 0 ndara maximum rimlig. For att

kunna definiera gransvarde krévs att man klart har definierat begreppen kontinuitet och
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irrationella tal, en forutsattning som inte var uppnadd forran drygt 200 &r efter Fermat. Det
verkar inte réda ngot tvivel om att Fermat har resonerat korrekt men saknade verktyg att klart
uttrycka vad han egentligen menade. Fermats metod med sitt mystiska e framstér som lite av
"hokuspokus' med detta framstallningssétt. Fermats metod sager heller ingenting om ifall a/2
ger ett maximum eller minimum, men det & ju ett i sammanhanget mindre problem.

Med modern notation skulle ekvationen kunna uttryckas sa har:

im f(x+e)- f(x) ~0

e® 0 e

ett uttryck som kanns véalbekant.
Man kan &ven konstatera att f (X) = x(a- x) =ax- x*> samtatt f (x) =a- 2x och att

f¢&x)=0 b ng.

Med hjdp av sitt "mystiska" e utvecklade Fermat en generell metod for att konstruera

tangenten till en punkt pa en kurva (fig.2):

o

Fig. 2.

Fermats ide &r att forsoka bestémma strackan TN, for om man kénner TN kan naturligtvis
tangenten enkelt konstrueras. Trianglarna PQRoch TPN &r likformiga vilket medfor att
TP/PN = PR/QR. P” véjs mycket ndra P sd att P"R » QR. Sedan sétter Fermat TN = t,
ON=x,PN=y,NN'= PR= eoch P"R= d. Nukan man skriva: t /y » e/d.

| detta exempel & kurvan en parabel med ekvationen y = x", dér n & ett heltal.

Koordinaterna for punkten P” kan nu skrivas (x + e,y + d).
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Dagdler dven:y + d= (x+ €)" = x"+ nx"'e + e-termer med hégre potential.
Eftersomy = x" kan vi férenkla uttrycket: d /e = nx™* + e-termer med hégre potential. Enligt

foregdende exempel sitter Fermat nu e = 0. Vi har aven (likformigatrianglar) t = ye/d.

Tillsammans ger detta:

Kurvans lutning i punkten P definierassom y / t, kan nu skrivas ny /x = nx™.

Med dagens notation kan vi nu skriva:  f (x) = x" f&x)=nx"".

Det &r alltsainte pa nagot sétt galvklart att Newton och Leibnitz skall ha hela &ran av att ha
upptéackt begreppet derivata. De invandningar som ndmnts mot Fermats metod géller ju aven i
princip &ven for Newton och Leibnitz; inte heller de hade mdjlighet att klart definiera

gransvardet.

NEWTON
For Newton, som var en passionerad fysiker, var derivatan nog framst ett oumbarligt verktyg

for att studera fysikaliska skeenden. Newton betraktade en rorlig punkt P p&en kurval” som
vi betecknar f(x,y) = 0. Punkten rérde sig i bade x- och y-led. P's koordinater x och y, kallade

Newton fluenter. Newton infoér ocksa de horisontella och vertikala hastigheterna x och y ,
som han kallade fluxioner. Savéa fluenterna som fluxionerna &r tidsberoende eftersom P &

rorlig. Fluxionerna motsvarar derivatornaav x och y med avseende pat. Bokstaveno

representerar ett mycket kort tidsintervall under vilket P ror sig x* 0 och y* 0
Likformighet ger att s/y = X o/(y* 0) = X y vilket medfor att s=y* x/y

Metoden & som synes mycket lik Fermats metod, vilket inte & forvanande: Newton har

inspireratsav Barrow som i sin tur har inspirerats av Fermat.

Kurvan i figur 3 har ekvationen:

y:lx + =
5 .

L&t oss bestdmma X/y ;
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Dao & mycket litet antas (x+ X*o, y+ y*o) ligga pa kurvan.
Inséttning av x = X+ X*0 och y=y+ y*o ger:
y+ y*o= VA(x+x*0)2+ U4 b y*o=x*x*0+ (U2)( x*0)?
Division med o ger:
y = X*x + (1/2) x%*o.
Termen (1/2) x 20 betraktas som forsumbar vilket medfor att x/ y: x.
Slutligen far vi:

s=y*x/y och x/y=1Ux b s=y/x

Ett resultat vi enkelt kan verifiera med modern notation:

X: y¢=x b S:X .
S| X
Y &
yA
y o
P: (X,y >,
X0 X

y

s
X
Fig. 3.
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LEIBNITZ

Leibnitz infor' "den karakteristiska triangeln” (fig. 4). Sidornai triangeln: dx, dy och ds,
kallade han differentialer och dessa angav han som "oandligt sma'. Tangentens
riktningskoefficient, derivatan med var tids benamning, blir med den har framstallningen helt
enkelt dy/dx. Leibnitz anger ocksa kort och koncist att 1 = @ och 1 = do. Det vill siga han
har tillfullo insett den inversa karaktéaren hos integral och derivata. Leibnitz beteckningar har
stétt sig sedan 1676 och den enda stora svagheten i hans framstéllning &r att han har svart att
forklara vad som menas med en "oandligt liten differential” liksom Newton inte kunde
definiera sina "fluxioner" och Fermat g definierade sitt "mystiska e".

y = f(x)

ds
dy

dx

Fig. 4.
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CAUCHY

| sitt mest berdmda arbete "Cours d'analyse” (1821-1829), forsokte Cauchy ge stringenta
definitioner av bland annat: gransvarde, kontinuitet, deriverbarhet samt infinitesimalerna:

Gransvarde: "Nér de successiva vardena av en variabel obegrénsat narmar sig ett fixt tal, sa
att de slutligen skiljer sig fran detta med ett godtyckligt litet belopp, kallas detta belopp
grénsvéardet for variabeln."

Kontinuitet: "En funktion f(x) & kontinuerlig i ett intervall, om f(x + a) - f(x) & oandligt litet,
daa & oandligt litet."

Infinitesimal : "en variabel med gransvérdet 0."
Aven om Cauchy i princip kommer mycket ndra sitt ma nar han som synes inte riktigt anda

fram d& han & tvungen att, liksom Leibnitz, forlita sig pa begrepp som "oandligt liten".
Infinitesimalens spoke svavar alltjdmt dver analysen.

17



WEIERSTRASS

Det blev Karl Weierstrass som dlutgiltigt definierade gransvardet (denna definition & den som
anvands an idag).
Definitionen av grénsvéardet av en funktion f(x), dax g& mot a & foljande:

Ixi(gn f (X) = L om och endast om det for varje tal e > 0 existerar ett tal d > 0 sadant att
[f(x) - L| < e for dlax sddanaatt 0 < [x-a] < d.

Olyckligtvis uppfattar manga studenter denna definition som svartillganglig, sannolikt pa
grund av rent sprakliga svarigheter att konkretisera matematikens abstrakta och extremt

komprimerade uttryckssétt. En kompletterande geometrisk framstélining visar definitionens
enkelhet (fig. 5):

(1-cos(x))/(x*x)

0,5k

[f(x)-L|<e
f(x)

X a
Ix-al<d 0,0

Fig. 5. | detta (vélkénda) fall kommer det altid att existeraett d > O, hur litet e man &n véljer.
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[f(¥)-LI < e

f(x) !

0 < |x-a|] <d

v

Fig. 6.
| dettafall, da funktionen inte & kontinuerlig, & det uppenbart att om e véljs tillrackligt litet

kommer inte x-a| > 0 for dlax. Det existerar inte ndgot d som uppfyller kriterierna och
foljaktligen existerar heller inte nagot gransvérde.
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INTERVJUER

METOD

For att kunna utrona hur elever har forstétt eller inte forstétt derivata véjer jag att gora
kvalitativa intervjuer. Att dela ut enkater tror jag i detta fallet inte pa eftersom jag befarar att
flertalet elever av taktiska skal, liksom jag sav gjorde pa gymnasiet, koncentrerat sig pa att
beharska "deriveringsmallarna’ mer &n att tillagna sig en djupare begreppslig forstaelse. Da
jag undervisat i derivata pa C-kursen under min slutpraktik vet jag att tidsbristen under denna
kurs &r stor samt att tekniskt korrekta lGsningar ger storre utdelning vid betygsséttning én
begreppdlig forstaelse. Av dessa skd drar jag slutsatsen att manga elever sannolikt skulle fylla
en enkat med synnerligen magra formuleringar, &ven med tanke pa att bade "morot och piska'
saknas.

For att na malet med undersokningen tror jag att eleverna behdver ha madjlighet att diskutera
fragestallningarna. De oundvikliga negativa effekter som detta kommer att medfora med
ledande fragor och annan paverkan tror jag mer @n val kommer att uppvégas av svarens hdgre
kvalitet. Detta forutsatter forstas ett nagorlunda professionellt agerande av intervjuaren.

I ntervjuerna kommer att spelasin pa band.

Jag har medvetet |dtit elevernas personligheter paverka mina frégor négot for att en dialog
skall kunna uppsta och for att undvika onodig " fyrkantighet”. Intervjuerna & som namnts
kvalitativa och resultaten skall inte behandlas stati stiskt.

Allatre eleverna gar i arskurs tre pa Ale Gymnasium, Naturvetenskapsprogrammet. Elev 1
och 3 &r flickor och elev 2 forstas pojke. Samtliga har klarat sina matematikkurser utan storre
besvér.

For intervjufragor se bilaga 1.
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RESULTAT

1

Samtliga elever anser att de forstod derivatan da de (for ungefar ett ar sedan) laste
C-kursen.

Ingen tycker att derivata var svarare att |ara sig &n annan matematik.
Ingen elev har nagra djupare idéer om hur derivata skall forklaras.

Ingen elev némner kontinuitet eller gransvarde som nodvandigt att kunna innan man borjar
med derivata.

Ingen av eleverna upplever att de har haft ndgon storre glédje av derivatans definition.
Elev 2 & ensam om att minnas den.

Samtliga tycker att den undervisning de fatt i omradet & ok, férutom en elev som havdar att
defick alldeles for lite tid.

Elev 1 menar att all abstrakt matematik &r likadan — man fér acceptera saker man inte
forstar.

Elev 2 havdar att derivata blir mycket svart om man inte behérskar grunderna
(algebram.m.).

Elev 3 Tror att det kan bero pa att " det blir sA manga steg”.

Elev 1 forstod derivata da de deriverade och integrerade i samma graf.
Elev 2 forstod derivata da han insdg sambanden mellan acceleration, hastighet och strécka.
Elev 3 minns ingen speciell handelse som gav forstael se.

Elev 1 har inget specidllt att tillagga férutom att derivata gett henne mardrémmar (1)
Elev 2 vill poangtera att om man behérskar grunderna (speciellt algebra) &r derivatainget
storre problem.

Elev 3 tyckte att derivata var det roligaste avsnittet i kursen.
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DISKUSSION

Samtliga elever & anmarkningsvart enigai sina asikter om derivata. De anser att de har
forstatt derivata men ingen ens ndmner gransvarde och allatre fnissar da vi kommer in pa
derivatans definition som de knappast alls tycker har formedlat ndgon forstael se.

Pa nagot vis menar de att de forstétt derivata trots att de & medvetna om att de bara foljer
regler eller som de géava uttrycker det: "folja ett moénster” samt ” bara och hitta och kolla’
(alltsai formelsamlingen). Samtidigt sdger de utan omsvep att derivatans definition inte
tillforde nagot. Begreppet forstéelse tycks har tydligen forskjutits till ndgot i stil med att

" eftersom jag fick VG pa derivataprovet maste jag ju ha forstétt”, vilket val kan sigas vara en
ur elevens synvinkel, ganska naturlig slutsats.

Ingen av dessatre elever har upplevt derivatan som ett ooverstigligt problem, de kan derivera
och de har klarat av sina kurser pa ett foredomligt vis. Ar det da ett stort problem om de inte
upplever kontinuitet, gransvarde och derivatans definition som meningsfulla begrepp? Den
fragan kan inte enkelt besvaras; om de inte fortsdtter med matematik spelar det kanske ingen
storreroll (?) och om de fortsétter att |&sa matematik |&r de bli tvungna att skaffasig en
djupare insikt i dessa begrepp. Men anda vagar jag pasta att sa gott som samtliga inblandade,
savél elever som larare, tycker att det ar ganska elandigt om eleverna sitter och deriverar
"medvetd 6st” efter regler vars bakgrund de inte forstar.

Det stora problemet som sétter fragan pa sin spets & da man méter mindre studiemotiverade
elever som véagrar, eller kanske helt enkelt & okapabla, att plugga in och reproducera
matematik de inte har forstatt. Det skulle vara intressant att intervjua ett storre antal elever
som har haft problem med att fa godkant pa C-kursen. En sadan intervjuserie faller dock
utanfor ramen for detta arbete.
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REFLEKTIONER KRING UNDERVISNING | MATEMATIK

Detta avsnitt skall betraktas som en utvidgning med lagre krav pa vetenskaplighet. Motivet till
att det alls skall varamed &r att studiet av undervisning i derivata synliggor forhallanden som
nog kan gélla stora delar av matematiken bade pa grundskolan och i gymnasiet; for nér blir
egentligen matematiken abstrakt? Sjalvfallet ar svaret pa den frégan synnerligen
individrelaterat. Somliga upplever matematiken som alltfor abstrakt redan i 13gstadiet medan
andra kanske inte gor det forrén universitetets B- eller C-kurser och ett fatal inte ens da. Min
mening &r att det kan vara vardefullt med genomtankta reflektioner aven da varjeidé eller
pastédende inte kan harledas i strikt vetenskaplig mening.

PROBLEM

Ovanstéende tre intervjuer visar mojligen inte pa ndgra stérre problem och jag misstanker
starkt att, om &n inte bland matematiker, sd & elevernas upplevelser av derivering anda
vanligt forekommande bland civilingenjorer och naturvetare — man deriverar glatt utan storre
bekymmer om hérledningar, bara det fungerar och det gor det ju i de allraflestafallen.
Problem uppstar nar elever dar bakut och av olika skdl vagrar medverkai den alt foér vanliga
plugga-tenta-gldmma-kulturen. Egentligen & det ju tveksamt om just detta verkligen ar ett
problem — man kan lika gérna hévda att det & djupt sympatiskt och ett uttryck for
kvalitetsmedvetande da elever vagrar acceptera att tiden, eller i varsta fall pedagogiken, inte
récker till for att formedla mening och forstael se.

Ett annat problem &r att det naturligtvis for de flesta & sd att halveringstiden for kunskaper
man pluggat in utan upplevelse av forstaelse och mening ar skrammande Kort.

| skolans véarld behdver inte ovanstaende fragestallningar upplevas som alltfor komplexa och
svaroverskadliga, for facit finns ju. | kursplanen for Matematik C kan man bl.a. |asa:

” Ml som eleverna skall ha uppnatt efter avslutad kurs:

kunna harleda deriveringsregler for nagra grundldggande potensfunktioner, summor av
funktioner samt enkla exponentialfunktioner och i samband darmed beskriva varfor och hur
talet einfors’

Hur stor andel av gymnasieeleverna har uppnatt detta ma? Enligt kursplanen ar det definitivt
inte tillfyllest att "hitta och kolla” eller reproducera” monster”.

Ett for samhéllet mycket konkret och praktiskt problem, som nog i hég grad hér samman med
undervisningen i matematik, &r att de for naturvetenskapliga studier behériga
gymnasiegleverna har visat sig varatill antalet mycket farre an platserna pa hogskolan, trots
de relativt goda majligheterna att fa ett valavionat arbete inom denna sektor. Antalet platser
pa hogskolan styrsi sin tur av det i samhéllet forvantade behovet av naturvetare. ..
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ORSAKER

En for de flesta inblandade uppenbar orsak till problemen kring derivata &r att tiden for kurs C
och D &r aldeles for kort. Det &r ju i dessa kurser matematiken boérjar bli ordentligt komplex
och abstrakt. Har har Skolverket enligt min mening verkligen misslyckats med férdelningen
av lektionstiden.

En annan djupare och mycket intressantare orsak tror jag & matematikkulturen i sig. Manga
matematiker havdar att matematiken till sin natur & axiomatisk, vilket leder dem till den
felaktiga slutsaten att forstael se bast férmedlas genom att trava axiom och satser pa varandra.
| verkligheten behover inte aritmetiken Peano, de irrationellatalen, t.ex. p, behOver inte
Cauchy, pythagoras sats behover inte Pythagoras. Alla dessa begrepp har anvénts praktiskt,
och darmed obestridligen funnits, i tusentals & - man vet faktiskt inte als hur lange. Det &r,
som jag forstatt det, matematikersamfundets md att konstruera ett " vattentétt” axiomsystem
(trots att Godel visat att det & omajligt?). Matematiken har dock fungerat i &rhundraden fore
béade Godel och Euklides. Endast en narmast forsumbar del, sannolikt mindre an en tusende,
av gymnasieeleverna kan senare tdnka sig att doktorerai matematik. Dessa elever &
mottagliga for klassiska matematiska foérklaringar d.v.s. man travar axiom, satser, lemmor
m.m. pa varandra och nar pa detta vis snabbt otroliga hdjder. Min poéng & savfallet att man
absolut inte far |&ta denna ytterst minimala minoritet styra undervisningen i matematik for den
stora gruppen eever. Allajag kanner vill forst se ma och mening med ett nytt begrepp, t.ex.
derivata, darefter vill man anvanda begreppet och se att det fungerar och k&nna att man
beharskar det. D3, men endast d3, & man mogen att ga en niva djupare och tatill sig
komplicerade harledningar och definitioner. Aven om detta |&ter helt naturligt och uppenbart
for alla skall man vara medveten om att atminstone inga av mig kanda laromedel foljer denna
modell. Vilken laromedelsforfattare vagar ga emot matematikkulturen och hela
matematikersamfundet?

Under de kurser jag last i matematik och fysik pa bade gymnasiet och hogskolan har det hant
altfor ofta att vavilliga, men didaktiskt naiva, forelasare fyllt flera tavior med formler da det
blivit uppenbart att majoriteten av studenterna inte forstétt. Da studenterna efter detta ser annu
olyckligare ut fyller den valvillige forelasaren ytterligare fyra tavlior med hérledningar och
konstaterar sedan att efter detta maste alla ha forstétt! | forelasningssalen & det datyst som i
graven —ingen orkar ens dppna munnen.

Antagande 1: Forstaelse formedlasi regel inte bést genom att trava axiom och satser pa
varandra

Antagande 2: Om brist pa forstael se uppstatt pa grund av att traven av axiom och satser
altfor snabbt blivit alltfor hdg &r det ingen braldsning att gora traven annu hogre — da vill det
till ndgonting annat!
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SLUTSATSER

Att producera kursplaner och laromedel i matematik faller forstas langt utanfor detta arbetes
ramar. Vad som daremot kan goras ar att forsoka identifiera ndgra problem av vilka en del
daligt kommer fram i skoldebatten:

Pa 50-talet tog omkring 8% av ungdomarna studenten, idag skall motsvarande siffra vara 6ver
98%. Kan detta genomforas utan stora forandringar i pedagogiken? Fragan ar naturligtvis
retorisk — annars vore den infantil. Varalaromedel i matematik &, om man bortser fran bilder
och layout, i detta perspektiv forvanansvart ofrandrade.

Ingjut sa langt som mgjligt altid tydliga ma och mening i all matematik eftersom en stor del
av dagens elever kraver detta for att Overhuvudtaget kunna ta matematiken till sig. En vég for
att lyckas med detta kan vara att studera hur och varfor matematiska begrepp uppstétt i
historien. Ofta, om an langtifran alltid, har matematiken vuxit fram p.g.a. att det har funnits ett
konkret behov av den.

Beakta éven att uttalade eller outtalde hotelser om framtida umbéranden inte langre tycks
verka lika motiverande pa dagens elever som det maéjligen gjorde pa gangna tiders.

Framfor allt - ge eleverna en arlig chans! Matematik, alltsa nagonting utdver att repetera
algoritmer, kraver mycket stor nérvaro och altsa ” stérsta mojliga tysssstnad” — som i
bibliotekets lasesal eller som i ett klassrum fore 1965. For de flesta elever, liksom for mig, &r
det helt omgjligt att genomfora mer komplicerade matematiska berdkningar i ens lindrigt
stokig miljo. Y rkesinspektionen har nyligen réknat ut hur ovantat mycket sémre tjansteman
téanker och presterar p.g.a. det buller som kontorens ventilationssystem medfor. Ett annat
aktuellt problem for Yrkesinspektionen ar att |arare, &ven i teoretiska @mnen, i allt hogre
utstréckning blir bullerskadade (bullerskador anses uppkomma da ljudnivan varaktigt
overstiger 85dB — jamforbart med ljudnivan inne i hytten pa en omodern traktor).

Dagens "fria och kreativa kaos” i klassrtummen & mahanda nagot positivt da man diskuterar
samhallskunskap och historia men detta forhalande géller inte matematik. Redan pa denna
mest grundlaggande punkt (?) fallerar manga grundskolor och gymnasier. Forklaringen &r nog
helt enkelt att man verkar ha forlorat formagan att upprétthdlla och vad vérre &, t.o.m.
erkanna behovet av nodvandig arbetsro i klassrummen pa manga grundskolor. Min teori &r att
detta allmant kédnda men i hég grad tabubel agda problem drabbar matematiken mycket
hardare an andra amnen. Pa gymnasiet kan inte mycket goras eftersom elevernaredan i
arskurs 9 véjer bort matematik och naturvetenskap. Om man vill att fler elever skall lasa
naturvetenskap pa hogskolan méaste man altsa i forsta hand andra pa forhdlandena i
grundskolan.

Forklaringen till férhadllandena pa grundskolan &r olyckligtvis mer politisk &n didaktisk,
varningslampan blinkar rod och jag slépper héar denna fraga.
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BILAGOR:

1. INTERVJUFRAGOR:

1. Hur va har du forstatt derivata?

2. Hur tyckte du att det var att |ara dig derivata?

3. Vad & derivata? Kan du forklara for nagon som inte har forstatt?

4. Vilka omréden (begrepp) inom matematiken maste man l&ra sig innan man kan borja med
derivata?

5. Vad minns du av derivatans definition?

6. Kan du fored& nagot béttre sétt att 1ara ut derivata?

7. Vad tror du det & som gor att manga tycker att derivata & extra svart?

8. Vadfick dig att forsta derivata? / Varfor forstod du inte derivata?

9. Har du négot du géalv vill tillagga?
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2. INTERVJUER:

ELEV 1

- Hur val har du forstatt derivata?

- Jag tyckte vél att nér jag laste det forstod jag val det ganska bra. Men sen vet jag ju inte hur
mycket jag egentligen kan.

- Nar du t.ex. raknar ut att x> blir 2x, vet du vad du gor da eller féljer du mest
formelsamlingen?

- N&, nér jag gor det &r det val mest ett monster bara som jag har lart mig folja. Vad som
verkligen hander gick vi val ocksain pAmen jag & inte siker pd att jag har forstatt det.

- Omdu traffar ndgon sominte last derivata men garna vill veta vad det &r, hur skulle du
forklara det da?
- Ett sétt att beskriva en kurva, hur frekvent den &r, och hur hog amplitud den har...

- Hur tyckte du det var |ara dig derivata, var det svarare eller var det som annan matematik?
- For mig var det en troskel da jag maste acceptera saker som jag inte forstar, det borjade val
med sinus och cosinus och sadant, men nar jag va var 6ver den troskeln var inte derivata
svarare &n ndgot annat. Det & ju inte helt [&tt men det & |&tt att 1ara sig ett monster.

—Vad minns du av derivatans definition?
Inte nétt... derivatans definition...ingen aning...det var ju den dér Ianga formeln...

—Ar du n6jd med det satt som du fick lara dig derivata pé eller kan du tanka dig ndgot béttre
satt?

Sakerligen sa finns det béttre sétt att |ara sig det. Jag forstod ju inte riktigt allt, framfor allt var
det alldeles for kort tid som vi fick pa oss for att jag skulle kunnatatill mig det.

- Det pastas att manga tycker att derivata &r svarare an annan matte, kan du forsta det?

Det &r val det abstrakta, det & svart att applicera pa verkligheten. Men jag tycker inte det
spelar nagon roll. Alla matte jag lart mig sista tiden &r likadan — jag |&r mig ett monster och sa
|6ser jag alataen likadant. Det svaraste jag gjort i matematiken & nér jag maste véja vilket
monster jag ska anvanda.

— Kommer du ihag nagot speciellt som fick dig att forsta derivata?
Jag fick en storre forstéelse nér vi borjade med integraler, nér vi holl pa med derivata och
integraler samtidigt i samma kurva.

— Ar det ndgot du sjalv vill tillagga som kan vara av intresse?

N&, jag ar val inte sa intresserad av matte egentligen. Jag har inte reflekterat sarskilt Gver just
derivata— jo, jag har drémt mardrdmmar om derivatal
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ELEV 2
- Hur val har du forstatt derivata?
- Nagotsanar, det finns val omréden som jag inte kan &n.

- Hur tyckte du det var att lara sig derivata?

- | borjan tyckte jag det var helt meningsl6st, men sen ndr man fick det dar sambanden
acceleration, hastighet, stracka kénde man att det héngde ihop.

- Men var det svart att lara sig?

- Ngj det tyckte jag inte faktiskt, det svaraste var néar man skulle lara sig derivatans definition.
Halld, & det har verkligen vettigt? Det var mycket béttre nar man fick léra sig reglerna.

- Sé&ppte det nagon gang med derivatans definition?

- N& jag tyckte mest att den var onddig. (fniss)

- Hur skulle du forklara derivata for nagon annan somvill lara sig?
- Jag hade ritat upp en graf och visat lutning och s& och formeln for lutningen.

- Vilka omraden tror du &r viktigt att kunna innan man lar sig derivata?
- Man maste ha lite kunskap om grafer, vad som paverkar dem och hur vissa ser ut och sa
Och sen maste man ha rétt god kunskap om algebra, derivata var ju bara algebra.

- Vad minns du av derivatans definition?
- Att den var kranglig!! (paus) Jo, den sitter nog ungefar, nér h gar mot noll och sa...
h & ju forandringen och nér den blir noll kan man ju bortse fran den.

- Kan du foresla nat battre sitt att 1ara ut derivata eller var det bra som det var?

- Jag tyckte det var rétt bra. | borjan tyckte jag att det var mest flummigt nér vi holl pa med
definitionen men sen nér vi fick |éra oss reglerna blev det mycket béttre. Det var ett
omstandligt sétt att gatill malet da det finns fardiga regler. Men det &r ju bra att forsta var det
kommer ifran.

- Det pastas att manga tycker att derivata &r svarare an annan matte, kan du forsta det?

- Jag tror att det beror pa att de inte kan algebran i grund och botten. Det maste bero pa det.
For derivatan i sig & inte svar, man har ju klararegler och de flesta stér till och med i
formelsamlingen. Det &r ju bara att hitta och kolla.

— Kommer du ihdg nagot speciellt somfick dig att forsta derivata?

- Det var nog nan uppgift dar man hade hastighet och tid och man skulle ha reda pa nan
acceleration. .. Forst tankte man —halld, det har kommer adrig att g men sedan s&g man att
det fanns ett samband med derivatan och andraderivatan och det &r ju trevligt.

- Tycker du att derivatan forklaras battre i fysiken &n i matten?

- Ja, i matten var det ju nastan bara raréknande och i fysiken var det mer labbar och sant, med
nan bil som accelererar eller si. Det ena liksom hjé pte det andra.
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— Ar det ndgot du sialv vill tillagga som kan vara av intresse?

- Jag har ingenting férutom det att det viktigaste & att man kan algebran. Algebran ar det
viktiga, derivatan &r i sig rétt 1&tt. Algebran & det man maste kunna och det & bara att tryckai
s0.

- Det ar kul att du séger det for du har naturligtvis ratt — kan man inte algebra, funktioner
och réata linjens ekvation har man ingen chans att lara sig derivata.

- N&, min far hdller pa och trycker padet helatiden...

- Jaha, vad ar han fér nagot da?

- Han har 1t Elektro pa Chalmers. Han sager att det finns vissa saker man maste kunna —
algebran, sinus och cosinus maste man hai huvudet!

ELEV 3
- Hur val har du forstatt derivata?
- Datror jag att jag forstod det.

- Hur tyckte du det var att lara sig derivata?
- Forst tyckte jag att det var svart men nar man val fattade det, forstod principen, da gick det
bra

- Vad &r derivata egentligen? Kan du forklara for nan sominte har forstatt?
- Oj, na det tror jag inte. Kanske pa ett papper men inte med ord.

- Vilka omraden tror du &r viktigt att kunna innan man lar sig derivata?
- Potenser och s dér, hur man behandlar parenteser, ja grundernai matte.

- Vad minns du av derivatans definition?
- (lang paus) N4, jag kommer inte ih&g.

- Kan du foresl nat battre sitt att 1ara ut derivata eller var det bra som det var?
- Ja, det var nog bra for jag fattade ju till dlut.

- Det pastas att manga tycker att derivata ar svarare an annan matte, kan du forsta det?
- Det & vd att det & sd manga steg. ..

— Kommer du ihag nagot speciellt som fick dig att férsta derivata?
- Ngj det kommer jag inte ihdg faktiskt.

— Ar det ndgot du sjalv vill tillagga som kan vara av intresse?

- Jag kommer ihag att jag tyckte det var en av dom roligaste delarnai kurseni alafall. Nar
man val forstar det s ar det ju roligt.
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